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Sazetak

Znacajnu prepreku za spektralnu analizu orijentisanih grafova predstavlja nemoguc-
nost upotrebe Furijeove transformacije u velikom broju slucajeva usljed nedijagonaliza-
bilnosti i singularnosti matrice susjedstva. Ovaj rad uvodi metodu koja paZzljivo prilago-
dava topologiju grafa, ¢ine¢i minimalne, ali efikasne promjene nad matricom susjedstva
koje omogucavaju spektralnu analizu. Dodavanjem grana izmedu linearno zavisnih re-
dova i kolona matrice susjedstva (¢vorova), kao i prilagodavanjem teZina dodatih grana,
obezbjeduje se da matrica susjedstva grafa postane dijagonalizabilna i nesingularna. Ove
izmjene omogucavaju efikasnu i preciznu spektralnu analizu koristenjem Furijeove trans-

formacije, pri ¢emu osnovna struktura grafa ostaje oCuvana.

Kljuc¢ne rijeci: Furijeova transformacija, orijentisani grafovi, matrica susjedstva, Jor-

danovi blokovi, sopstvene vrijednosti



Abstract

A significant obstacle in spectral analysis of directed graphs is the inability to apply
the Fourier transform in many cases due to the non-diagonalizability and singularity of
the adjacency matrix. This paper introduces a method that carefully adjusts the graph’s to-
pology, making minimal yet effective changes to the adjacency matrix, enabling spectral
analysis. By adding edges between linearly dependent rows and columns of the adjacency
matrix (nodes), as well as adjusting the weights of the added edges, the adjacency matrix
is made diagonalizable and non-singular. These modifications allow for efficient and ac-
curate spectral analysis using the Fourier transform, while preserving the core structure

of the graph.

Keywords: Fourier transform, directed graphs, adjacency matrix, Jordan blocks, ei-

genvalues
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Glava 1

Uvod i prethodna istrazivanja

Na samom pocetku Zelim da istaknem motiv ovog istrazivanja. Naime, kako Zivimo
u vremenu kada se tehnologija i mreZe razvijaju velikom brzinom i kako baze podataka
pohranjuju sve veci broj podataka i informacija, potrebno je na¢i nacin za $to brzu i lakSu
analizu tih podataka. Kako su ljudi vizuelna bica, najintuitivniji nain obrade podataka su
grafovi. Sve §to je graficki prikazano, moZe se, u manjoj ili vecoj mjeri, analizirati i bez
dodatnih “pomagala” u vidu raznih algoritama, transformacija 1 softvera (koji su zasno-
vani na nekim algoritmima i transformacijama). Opet, isklju¢ivo vizuelna analiza Cesto
nije dovoljna, zbog toga je cilj rada bio omogucavanje da se bilo koji podaci prikaza-
ni na grafu (orijentisanom) mogu analizirati koristeci, jednu od najéesce upotrebljavanih

transformacija za analizu signala, Furijeovu transformaciju (FT).

Zbog cega kaZem podaci, a ne signali, kada govorimo o oblasti obrade signala na
grafovima? Naime, signal moze predstavljati bilo koji podatak, ne mora imati formu na
koju smo navikli u teorijskim okvirima (sinusoidalne funkcije, eksponencijalne itd.).

Na samom pocetku moZemo doéi do jo$ jednog pitanja. Zbog cega je naglaseno da
se radi o orijentisanim grafovima, a ne grafovima uopste? Odgovor na ovo pitanje Ce
biti dat u poglavlju 2, u kojem su objasnjeni koncepti grafova i teorije grafova, kao 1
klju¢ni momenti i razlike izmedu orijentisanih i neorijentisanih grafova, i u poglavlju 4 sa
stanoviSta upotrebe Furijeove transformacije na orijentisanim i neorijentisanim grafovima

1 naglaskom zbog Cega je fokus ba$ na orijentisanim grafovima.

Ukratko, neorijentisani grafovi su grafovi kod kojih se signali od ¢vora do ¢vora mogu
kretati u oba smjera, $to ih ¢ini simetri¢nim i samim tim njihov oblik je u startu pogodan

za transformacije (u ovom radu konkretno Furijeovu transformaciju) i analizu. Sa druge
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strane, orijentisani grafovi su rijetko simetri¢ni, oni su singularni i nedijagonalizabilni,
Sto onemogucava njihovu analizu. Kako bi analiza orijentisanih grafova postala moguca,
neophodno je izvrSiti odredene modifikacije na matrici susjedstva, kojom se predstavljaju
veze izmedu ¢vorova. U ovom radu ¢e biti predstavljena i analizirana predloZena modi-
fikacija matrice susjedstva kojom se omogucava analiza signala na grafovima koristeci

Furijeovu transformaciju.

Naime, ova modifikacija podrazumijeva dodavanje grana sa malom teZinom na odre-
denim mjestima. Kriterijum za odredivanje mjesta na kojima se grane dodaju i predsta-
vljanje uspjesnosti ove metode, kao i objasnjenje kako provjeriti da li je matrici susjedstva

datog grafa potrebna modifikacija, su detaljno opisani u poglavlju 5.

Kako su jedan od kriterijuma stabilnosti i uspjeSnosti algoritma bile sopstvene vrijed-
nosti, one su, uz osnovne koncepte klasi¢ne obrade signala i obrade signala na grafovima,
objasnjene u poglavlju 3.

Upotreba matrice susjedstva, kao referentne matrice za prikazivanje grafova, a ne La-

plasijan kao $to je to radeno u radovima [1-3], je preuzeta iz radova [4, 5].

U radovima [4, 5] modifikacija matrice susjedstva se zasniva na dodavanju nula (eng.
zero-padding). Konkretno, u slu¢ajevima orijentisanih grafova koji nemaju puni rang ma-
trice, na mjestima, odnosno ¢vorovima, koji dovode do smanjivanja ranga se dodaju grane,
odnosno putanje sa novim ¢vorovima. Upravo ovi radovi su posluzili kao najveci orijentir

1 inspiracija za predloZenu metodu.

Naravno, mnogobroji radovi su doprinijeli razvoju ovog polja, kao npr. [6, 7] u kojem
se koristi Moebiusova transformacija. Zatim u radu [8] autori su razvili tehniku koja zna-
¢ajno poboljSava filtriranje signala i uklanjanje Suma. Prvo prate signal i odreduju najvece
promjene unutar signala, a zatim odredenim optimizacionim algoritmom smanjuju veli-
ke varijacije frekvencija. U radu [9] predloZene su nove metode za ubrzavanje racunanja
Furijeove transformacije signala predstavljenih na grafovima. Ovaj pristup je zasnovan
na koriStenju Haarovih transformacija i identifikaciji topoloSkih simetrija u grafu, Sto u
ovom istraZivanju nije mogao biti slucaj, uzeci u obzir da su orijentisani grafovi uglavnom
nesimetricni.

Treba pomenuti jos jedno istrazivanje koje je posluzilo kao inspiracija za ovaj rad.
Naime, u radu [10] predstavljen je joS jedan metod koji prevazilazi problem spektralne
analize singularne i nedijagonalizabilne matrice susjedstva. To je uradeno tako S§to su
prvo traZeni izvori i ponori u grafu, zatim su izmedu njih dodavane grane sa odredenim

tezinama 1 na kraju, ukoliko rang matrice jo$ uvijek nije dostigao punu vrijednost, traze
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se linearno zavisni redovi i kolone i pravi se veza izmedu njih (dodaje se grana).

U ovom istrazivanju se odreduju linearno zavisni redovi i kolone, ¢ime dobijamo vre-
mensku i raCunsku uStedu. Umjesto da provjeravamo rang matrice 1 determinantu tri puta,
to Ce se raditi dva puta, na pocetku i kraju izvrSavanja algorima. Takode, umjesto odredi-
vanja izvora, ponora, linearno zavisnih redova i kolona, i provjere koji su linearno zavisni
redovi 1 kolone ujedno i izvori (ponori), kako se ne bi pravile duple ili nove veze, odreduju

se samo linearno zavisni redovi i kolone.

Utvrdeno je da smo sa vremena 0.074 sekundi u radu [10] dosli do vremena izvrSava-
nja od 0.016 sekundi na istom setu podataka koji ¢e biti prikazan u poglavlju 5.4. Treba
napomenuti da vrijeme izvrSavanja nece uvijek biti isto, jer su predstavljene vrijednosti

dobijene kao srednja vrijednost vremena izvrSavanja nakon 10 ponavljanja algoritma.

Na osnovnu prethodnih istrazivanja postavljene su 3 hipoteze:

1. Dodavanje grana sa teZinom manjom od jedan kod orijentisanih grafova omoguéava

koriStenje Furijeove transformacije signala na grafu.

2. Mala teZina dodatih grana omogucava da se modifikovani graf, sa stanoviSta obrade

signala na grafu, ne razlikuje mnogo od originalnog grafa.

3. Umetanje dodatnih ¢vorova duz dodatih grana daje mogucénost da sistem za obradu

signala daje identiCan izlazni signal na modifikovanom i originalnom grafu.

U narednim poglavljima ¢e biti predstavljeno na koji nacin su sve tri hipoteze potvrdene.

Na samom kraju uvodnog dijela bih se jo§ jednom osvrnula na strukturu rada. Dakle,
u poglavlju 2 ¢itaoci ¢e se upoznati sa osnovnim konceptima teorije grafova, grafovima i

njihovom podjelom, sa detaljnijim uvidom u orijentisane i neorijentisane grafove.

Poglavlje 3 daje kratak pregled klasi¢ne obrade signala, a potom uvodi u obradu sig-
nala na grafovima. Takode, istiCe glavne razlike izmedu klasi¢ne obrade signala i obrade
signala na grafovima, kao i razloge zbog kojih je doslo do znacajne ekspanzije ove oblasti.
Jo$ jedna veoma vazna stvar objasnjena u ovom poglavlju su sopstvene vrijednosti koje
su, u ovom istrazivanju, klju¢an koncept za utvrdivanje stabilnosti sistema i neophodnost

modifikacije matrice susjedstva.

U poglavlju 4 Citaoci ¢e se upoznati sa Furijeovom transformacijom koja se, u ovom
radu, koristi za spektralnu analizu signala definisanih na grafovima.
Na kraju, u poglavlju 5, opisan je postupak provjere da li matrica susjedstva ispunjava

sve uslove kako bi se pristupilo analizi grafa. Ukoliko se dode do zakljucka da nije moguce
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izvrsiti analizu, vrs$i se postupak modifikacije matrice susjedstva, odnosno primjenjuje se
predloZena metoda. Takode, Citaocima Ce biti predstavljeni rezultati predloZene metode
primijenjene na podacima iz realnog svijeta, kako bi se Sto bolje pribliZio znacaj ove
oblasti, ne samo u teorijskim, ve¢ i u prakticnim okvirima. NaZalost, ova oblast do sada
nije nasla znacajnu prakticnu primjenu vec je jos uvijek u teorijskim okvirima. Medutim,
u buduénosti ima predispozicije da postane upotrebljiva i veoma korisna u rjeSavanju

problema iz realnog svijeta.




Glava 2

Grafovi

Teorija grafova je nauci poznata ve¢ nekoliko vjekova. Njena upotreba u inzZenjerstvu
je pocela sa Kirhofovim zakonima (u XIX vijeku) [11]. Danas grafovi imaju Sirok spektar
upotrebe pocevsi od matematike, racCunarskih nauka, informacionih tehnologija, komuni-
kacionih mreZa, teorije kodiranja, preko biohemije, hemije itd. Takode, primjenjuje se u
brojnim aplikacijama kao §to su radari, dizajn elektri¢nih kola, adresiranje komunikacio-

nih mreZa i upravljanje bazama podataka [1, 12, 13].

U radu [13] opisano je nekoliko interesantnih primjera i nacina funkcionisanja gra-
fova, kako iz svakodnevnog Zivota, tako i u oblasti nauke. Jedan zanimljiv primjer je

prikazan u nastavku.

Google mapa je aplikacija poznata velikom broju ljudi. Ona predstavljaja graf, a puta-
nja koju biramo da nam prikaze predstavlja pretraZivanje najkrace ili optimalne putanje.
FunkcioniSe tako S$to koristi neku vrstu pretraZivanja (pretraZivanje po Sirini, pretraZivanje
po dubini, Dijkstrin algoritam, A* algoritam itd.) [14] i odreduje najbolji put od ¢vora A
do &vora B. Cvorovi Google mape mogu biti gradovi, mjesta, ulice, objekti ili neki dru-
gi parametri koji mogu biti odrednica za prostor, a ivice predstavljaju puteve izmedu tih

gradova, mjesta ili objekata.
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Slika 2.1: Putanja od Podgorice do Ljubljane. Slika je napravljena koriste¢i Google
mapu [15].

Na slici 2.1 je prikazana putanja od Podgorice (pocetni ¢vor) do Ljubljane (krajnji
¢vor). MoZemo primijetiti da su prikazane tri potencijalne putanje. Medutim, predloZena
(od strane Google mape) je ona koja je u trenutku pretrage bila optimalna (vremenski).
Sta to znaci? Kako Google mapa odreduje sta je optimalan put? Da bi se stiglo od tatke
A do tacke B (u ovom slucaju od Podgorice do Ljubljanje) postoji viSe puteva. Google
mapa Ce provjerite sve moguce (i onu sa najmanjom i sa najvecom kilometrazom). Naj-
kaci put ne mora uvijek biti i najbrzi. Za pretrazivanje Google mapa koristi kombinaciju
algortama za pretrazivanje putanja, a zatim dodatno uzima stanje na putevima i na osnovu

svih parametara odreduje optimalnu (najbrzu) putanju [16—18].

Kao §to je nagovijeSteno prethodnim primjerom grafovi su strukture koje se sastoje
od skupa ¢vorova i grana (ivica) koje povezuju te ¢vorove [19]. Graf se moZe definisati
kao G = {V, E}, gdje je:

* V skup ¢vorova

* E skup grana, takav da svaka grana predstavlja uredeni par (u,v) upuéujuéi na po-

vezanost od ¢vora u ka ¢voru v

Grafovi se mogu predstaviti matricom susjedstva A ili teZinskom matricom W kojima
se opisuje povezanost izmedu ¢vorova. Ukoliko imamo N ¢vorova u grafu, dimenzije

matrica Ce biti N x N. Elementi matrice susjedstva A su nule i jedinice. Nula oznacava
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nepostojanje grane na toj poziciji (veze izmedu dva ¢vora), a jedinica oznacava da na tom

mjestu postoji grana u grafu [19].

1 if(i,j)€E
0 if(i,/) ¢ E

Tezinske matrice, sa druge strane, imaju nulte i nenulte elemente x (pozitivni realni broje-

Ajj=

vi). Njihova reprezentacija je ista kao i kod matrice susjedstva, nula oznacava nepostojanje
grane na zadatoj poziciji, dok je nenulti element indikator postojanja grane sa upisanom

teZinom.

xeR, akoje(i,j) €E
ij=
0 akoje (i,j) ¢ E

Moze se uociti da je teZinska matrica specijalan slucaj matrice sujedstva kod kojih na
mjestima postojecih grana umjesto jedinice stoji teZina grane.

Koje su razlike izmedu teZinske matrice i matrice susjedstva? Sustinski nema velikih
razlika, one se odnose na vrstu informacija koje zelimo da predstavimo. Ukoliko su nam
vazne samo informacije o povezanosti izmedu ¢vorova, tacnije da li grana izmedu dva
¢vora postoji ili ne, koriste se matrice susjedstva. Sa druge strane, ako su nam potreb-
ne i tezine, koje mogu predstavljati bilo koji podatak (udaljenost, vjerovatnoéu, brzinu,
temperaturu itd.) koriste se tezinske matrice. ZakljuCuje se da matrica susjedstva prika-
zuje samo strukturu grafa, dok tezinska matrica daje 1 dodatne informacije o medusobnoj

povezanosti ¢vorova.

2.1 Tipovi grafova

Grafovi se mogu podijeliti u viSe kategorija. Prema usmjerenosti veza (¢emu e se
posvetiti najviSe paznja u ovom radu), prema teZini, povezanosti, strukturi i osobinama.

Takode, postoje i specijalni tipovi grafova.

Prema usmjerenosti se mogu dijeliti na neorijentisane (grafovi ¢ije ivice nijesu usmje-
rene) 1 orijentisane (grafovi ¢ije su ivice usmjerene). Na slici 2.2 prikazana su dva grafa
kako bi se uputilo na njihove razlike. Medutim, o njima ¢e viSe rijei biti u narednoj

sekciji.
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Slika 2.2: Usmjerenost grafova. (a) Orijentisani graf i (b) neorijentisani graf.

Prema teZini, kao $to je ve¢ pomenuto u prethodnoj sekciji, se dijele na teZinske (sva-
koj grani grafa je dodijeljena odredena teZina, koja moze imati razlicita znacenja, u za-
visnosti od toga Sta graf predstavlja - udaljenost, troSak, vjetovatnocu itd.) i besteZinske
(granama grafa nije dodijeljena odredena teZina i obi¢no se smatra da je ona jednaka

jedinici). Primjer ovog tipa grafa je prikazan na slici 2.3.

[ 3 [ 8]

0.2

o4 o4

%]

o3 o3

25

&5 &5
0.2

®2 ®2

(a) (b)

Slika 2.3: TeZina grafova. (a) BestezZinski graf i (b) tezinski graf.

Grafovi se mogu podijeliti 1 na povezane i nepovezane, Sto je i prikazano na slici
2.4, ukoliko govorimo o povezanosti. Povezani grafovi su neorijentisani grafovi kod kojih
su svi ¢vorovi medusobno povezani. Kod nepovezanih grafova postoji makar jedan par

¢vorova koji nije povezan sa ostatkom grafa.
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Slika 2.4: Povezanost grafova. (a) Povezan graf i (b) nepovezan graf.

Ukoliko govorimo o strukturi i osobinama, grafovi mogu biti ciklicni 1 orijentisani
acikli¢ni (slika 2.5). Govorimo o cikli¢nim grafovima ukoliko imamo grafove koji imaju
putanju koja pocinje i zavrSava se u istom ¢voru. Nasuprot njih su orijentisani acikli¢ni

grafovi (u kojima ne postoji nijedna putanja kod koje su polazni i krajni ¢vor isti).

6 ey
o1
[ &) .2
®5
e2 o5 oy
o4
3 ®s
(a) (b)
Slika 2.5: Struktura grafova. (a) Ciklicni graf i (b) orijentisani acikli¢ni graf.
Neki od znacajnijih specijalnih tipova grafova su: bipartitni, regularni, Hamiltonov
graf itd.

Bipartitni graf je graf ¢iji se ¢vorovi mogu podijeliti u dva nezavisna skupa ¢vorova

tako da ¢vorovi unutar istog skupa nijesu medusobno povezani. Ta¢nije, ukoliko imamo
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skup ¢vorova A i skup ¢vorova B, ¢vorovi iz skupa A mogu biti povezani sa ¢vorovima iz

skupa B, ali unutar samih skupova ne smiju postojati konekcije [19].

Regularni graf je graf kod kojeg svaki ¢vor ima isti stepen povezanosti. Stepen pove-
zanisti predstavlja broj konekcija izmedu ¢vrova, za svaki ¢vor posebno. To bi znacilo da
je svaki od ¢vorova povezan sa N drugih ¢vorova, gdje N predstavja stepen povezanosti
[19].

Hamiltonov graf predstavlja graf koji ispunjava pravila Hamiltonove staze. Sta je staza
u grafu, a sta Hamiltonova staza? Staza predstavlja specijalnu vrstu kretanja, odnosno
putanju, izmedu ¢vorova, u kojoj se ¢vor moze obici tacno jednom. Kod Hamiltonove
staze se ¢vorovi, takode, obilaze samo jednom, sa tom razlikom $to se kod Hamiltonove

staze svaki ¢vor mora obici, dok u prvom slucaju to nije neophodno [19, 20].
04 v

®1 82

L) o5
02

®3 ®4

®5 o5

(a) (b)

Slika 2.6: Specijalni tipovi. (a) Regularni graf i (b) Hamiltonov graf.
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2.1.1 Neorijentisani grafovi

Neorijentisani grafovi su grafovi za koje vazi da se od jednog do drugog ¢vora moze
kretati u oba smjera. Ukoliko pretpostavimo da imamo matricu susjedstva A;; kod neori-

jentisanih grafova mogude je i¢i iz ¢vora i u ¢vor j iiz ¢vora j u ¢vor i.

e2 07 02
o7 o7
N -
>
o
Q) o
o)
&1 o1 0.9
»8 08 \ 88
e5 ®5 1.0 1.
o4 e D
N Zs
» '\"\
®3 9 ®3
1.
o6 ®6
(a) (b)

Slika 2.7: Neorijentisani graf. (a) Graf koji se moZe predstaviti matricom susjedstva,
njegove teZine su 1 (na mjestima gdje grana postoji) i 0 (na mjestima gdje grana na
postoji). (b) Graf koji se moZe predstaviti teZinskom matricom, grana koja postoji u
grafu je oznacena odredenom tezinom, dok se podrazumijeva vrijednost 0 na mjesti-

ma na kojima ne postoje grane.

Matrica susjedstva za neorijentisani graf sa slike 2.7a je:

_ O O = = = = O
- . O O O O O =
- O = O = O O =
—_— e = = O = O
S = = O = O O =
S O O = = = O O
S © O = = O = O
S O O O = = = =

Matrica susjedstva neorijentisanog grafa je simetri¢na. To znaci da je:

A=AT 2.1)

11
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gdje je AT transponovana matrica susjedstva.

Tezinska matrica za neorijentisani graf sa slike 2.7b je:

(0 05 04 02 08 0 0 009]

05 0 0 O O O 07 04
04 0 0 05 0 09 0 0.1
W= 02 0 05 0 02 07 08 0.
08 0 O 02 O 03 06 O
0O 0 09 07 03 0 0 O

0 07 0 08 06 0 O O
09 04 01 01 0 O O O

Tezinska matrica, poput matrice susjedstva kod neorijentisanog grafa je, takode, si-
metri¢na. Sto znadi da je:
w=w’" (2.2)

gdje je W transponovana teZinska matrica.

Sta predstvlja simetriéna matrica? Koje su njene prednosti? Simetri¢na matrica je

matrica kod koje su elementi u koloni i i redu j i elementi u redu i i koloni j isti.

Tako da, ukoliko imamo matricu:
011
A=101 0
1 00
njena transponovana matrica bi bila:
0 01
AT=1110
1 00

Kao $to se moZe uociti, transponovana matrica se dobije kada redovi i kolone origi-
nalne matrice zamijene mjesta. U cilju boljeg predstavljanja transponovanja, prethodni
primjer nije primjer simetri¢ne matrice.

Simetricne matrice imaju brojne prednosti. Najznacajnija, u oblasti obrade signala na

grafovima, se odnosi na sopstvene vrijednosti koji su realni brojevi i na sopstvene vektore

12
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koji su ortogonalni [19, 21], Sto olakSava dijagonalizaciju matrice, samim tim i obezbje-
duje, bez ili sa vrlo jednostavnim manipulacijama, spektralnu analizu sistema. Jo$ jedna
od prednosti odnosi se na raCunarsku memoriju i performanse. Kao §to je ve¢ receno,
matrica je simetricna ukoliko vaZzi relacija (2.3). To bi znacilo da je originalna matrica, u
odnosu na glavnu dijagonalu, ista sa obje strane. Ovo nas dalje dovodi do zakljucka da je
dovoljno memorisati samo elemente koji su iznad ili ispod glavne dijagonale, ne mora se

upisivati 1 pamtiti ¢itava matrica.

2.1.2 Orijentisani grafovi

Orijentisani grafovi su grafovi kod kojih se od jednog do drugog ¢vora kreéemo u
tatno definisanom smjeru. Ukoliko se od ¢vora i moze doéi do ¢vora j, ne znaci da se
od ¢vora j moZze sti¢i do ¢vora i (kao Sto je slucaj kod neorijentisanih grafova). Smjer

kretanja izmedu ¢vorova se oznacava strelicama.

2 07 ®2
o7 o7
N -
>
o
Q) -
Xes]
-1 o1 0.9
»s 0.8 \ Y
@5 &5 1.2 1.
o4 o4 =
S N
- Zs
o A
3 o o3
1.
o6 o6
(a) (b)

Slika 2.8: Orijentisani graf. (a) Graf koji se moZe predstaviti matricom susjedstva,

njegove tezine su 1 (na mjestima gdje grana postoji) i 0 (na mjestima gdje grana na

postoji). (b) Graf koji se moZe predstaviti teZinskom matricom, grana koja postoji u

grafu je oznacena odredenom teZinom, dok se podrazumijeva vrijednost 0 na mjesti-

ma na kojima grane ne postoje.

13
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Matrica susjedstva za orijentisani graf sa slike 2.8a je:

- o = O O O O O
S =, O O = O O O
S O O = = O O O

—_— O O = = = O O
S O O O O o o
- O O O O = O O
o O O O = O = O
S O O O O o = O

Tezinska matrica za orijentisani graf sa slike 2.8b je:

0 65 0 0 O O 0 O

O 0o O O 0o 0 07 04

04 0 0 05 0 O O O

W= 02 0 O O 02 07 08 O
08 0 0 O O 03 0 O

O o0 09 0 O O O O

0O 0 0 06 0 O O

09 0 01 01 0 O O O

Za razliku od neorijentisanih, za orijentisane grafove ne moZemo uvijek re¢i da su
simetrtini, Sta viSe, to je vrlo rijedak slucaj. To znaci da je i spektralna analiza ovih
grafova izazovnija i da bi se izvrSila neophodne su manipulacije nad matricom susjedstva

(ili tezinskom matricom).

Kada se govori o orijentisanim grafovima, jo§ jedna stvar na koju treba ukazati su
izvori i1 ponori. Kod neorijentisanih grafova ih je nemoguce definisati, jer ne postoji smjer

kretanja od ¢vora do ¢vora.

Izvori su ¢vorovi koji nemaju ulazne grane, tacnije ¢vorovi sa ulaznim stepenom (broj
grana koji ulazi u jedan ¢vor) 0, a izlazni stepen (broj grana koji izlazi iz jednog ¢vora)
je veéi od 0. To znaci da informacije ili tokovi pocinju od tog ¢vora, ali do njega niSta ne
dolazi. Ukoliko izlazni stepen &vora V oznacimo sa step™ (V), a ulazni stepen sa step™ (V)

da bi za neki ¢vor rekli da je izvor moraju biti ispunjeni sljedeci uslovi:

_ step~ (V) >0
izvor =
=0

step™ (V)

14
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Nasuprot izvora, ponori imaju izlazni stepen 0, dok je ulazni stepen veci od 0. To znaci
da se tokovi zavrSavaju u tom ¢voru, a da od njega ne odlaze bilo kakve informacije.
Ukoliko, opet, uzmemo da je izlazni stepen ¢vora V oznacen kao step™ (V), a ulazni

stepen sa step™t (V) da bi za neki ¢vor rekli da je ponor mora ispuniti sljedeée uslove:

step~ (V) =0

ponor =
stept™(V) >0

15



Glava 3

Obrada signala

Obrada signala je oblast koja je prisutna u gotovo svim aspektima danasnjeg drustva.
Vecina ljudi nije ni svjesna da svakog dana koriste uredaje kod kojih se u pozadini deSa-
vaju operacije obrade signala, npr. kod mobilnih uredaja, racunara, autopilota u avionima
itd. [22]. Takode, razvojem druStvenih mreZa, sve veci broj ljudi je poCeo da se bavi ure-
divanjem slika, video zapisa, audio signala, pravljenja raznih animacija i sli¢no, nesvjesni

da niSta od toga ne bi bilo moguce da se nauka na polju obrade signala nije razvijala.

Obrada signala najceS¢e podrazumijeva da ulazni signal pretvorimo u neku pogodnu
formu, u zavisnosti od primjene signala, a da se pritom karakteristike 1 informacije koje
nosi ulazni signal ne mijenjaju. Razlikujemo dva tipa klasi¢ne obrade signala: analogna i
digitalna [23]. Govorimo o analognoj, ukoliko imamo signal koji je kontinualan, sa druge
strane, ukoliko je signal diskretan govorimo o digitalnoj obradi signala. Sta je kontinua-
lan, a Sta diskretan signal? Kontinualan signal je signal u “sirovoj” formi, gdje je signal
definisan u svakom vremenskom trenutku i neprekidan je. Sa druge strane, diskretni signal
je onaj signal koji je predstavljen u vidu odbiraka. Ovo znaci da se iz analognog signa-
la uzimaju vrijednosti u odredenim vremenskim trenucima i na osnovu njih se dobijaju

odbirci.
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1 1 ® o
08t 08t
0.6 06t
04r 0.4
0.2 02t
0r 0 L
02} -0.2
04t 04+
06} 06}
08t 08}
4 ‘ ‘ ‘ ‘ / ‘ ‘ \ 4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ® ‘ ‘ °
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) (b)

Slika 3.1: Primjer: (a) analognog signala, (b) digitalnog signala.

Na slici 3.1 je primjer istog signala predstavljenog u obliku kontinualnog (analognog)

1 diskretnog (digitalnog) signala respektivno. Kao primjer je uzet signal:

signal = sin(2zf - (¢ ili n));

gdje se koristi ¢ za kontinualne signale (vrijeme se posmatra kao neprekidno), a n za

diskretne signale (vrijeme se posmatra kao niz tacaka ili uzoraka).

Analogni signal Anologno obrada Analogni signal

signala
(@
Analognisignal | Analogno-digitalni _Digitalni signal Digitalna obrada Digitalni signal | Digitalno-analogni
konvertor (ADK) signala konvertor (DAK)
(b)

Slika 3.2: (a) analogna obrada signala, (b) digitalna obrada signala.

Analogni signal

Dolazimo do pitanja: Kako od analognog signala doci do digitalnog? Kao §to uo-

cavamo sa slike 3.2b digitalni signal se dobija analogno-digitalnom konverzijom. Ova

konverzija podrazumijeva odabiranje i kvantizaciju [24].

Teorema o odabiranju kaZe da signal moze biti rekonstruisan ako frekvencija odabira-

nja zadovoljava uslov:
f s > 2. f max
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gdje je f; frekvencija odabiranja, a f,,, maksimalna frekvencija signala koju treba re-
konstruisati [25]. Na osnovu ovog uslova se vrsi odabiranje, Sto predstavlja prvi korak u

konverziji analognog u digitalni signal, odnosno pretvaranje iz kontinualnog u diskretni.

Nakon odabiranja na red dolazi kvantizacija. Kvantizacija je proces u kojem se, u
odreden broj kvantizacionih nivoa amplitude dovode na neke definisane vrijednosti, tac-

nije, zaokruzuju se na bliZu cijelu vrijednost [25].

Dakle, u toku odabiranja odreduju se momenti za koje Ce se informacije koje nosi
originalni signal Cuvati, a prilikom kvantizacije se odreduju te vrijednosti, tacnije kakve

¢e one biti u diskretnom obliku [26].

1. Kontinualni signal
T T T

2 T T T T T T
0 /\/\/\/\/
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
2. Odabiranje
2 T T T T T T T T T
1 T T T T T T T T T I
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
3. Kvantizacija
2 T T T T T T T T T
~ ~ o~ ~ o~
/ N s AN / AN Y N
.
o \ / N / \ s N /*
N gy N _ 7 N gy X _
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Slika 3.3: Analogno-digitalna konverzija.

Na slici 3.3 se, radi boljeg razumijevanja, nalazi 1 vizuelni prikaz konverzije kontinu-

alnog u diskretni signal.

Dakle, kod obrade signala uvijek ¢emo na ulazu imati analogne signale, dok na izlazu

moZemo imati ili analogni ili digitalni u zavisnosti od potreba.
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3.1 Obrada signala na grafovima

Grafovi su nepravilne strukture koje mogu prikazivati viSe razlicitih atributa 1 podata-
ka u sklopu jednog grafa [27]. Njihova primarna funkcija nije bila, kao $to je u ovom radu

obrada signala, ve¢ analiza velikih setova podataka.

Danas, zbog njihove aktuelnosti i jednostavnosti grafovi se koriste za analizu signala
¢iji domen nije jasno definisan. Kao $to je poznato, obrada signala se obavlja za signa-
le definisane u vremenskom ili prostornom domenu. Kada imamo neregularne domene,
situacija sa obradom i analizom signala je znacajno otezana. Upravo je ovo razlog zbog

kojeg je i pocCelo istraZivanje obrade signala na grafovima [27].

Krenimo redom. U prethodnom poglavlju su objasnjeni osnovni koncepti grafova, pa
fokus nece biti na njima, samo ¢emo se osvrnuti na par stvari. Dakle, grafovi su definisani
kroz ¢vorove i ivice (grane). Ivice su linije koje povezuju dva ¢vora izmedu kojih postoji
neka veza. Sami ¢vorovi sadrze signale, dok ivice prenose signale izmedu ¢vorova koji su

medusobno povezani.

Pretpostavimo da imamo graf sa 5 ¢vorova, kao Sto je prikazano na slici 3.4. Svaki od
pet ¢vorova sadrzi neki signal (u zavisnosti od toga Sta je grafom predstavljeno), a signali
su medusobno povezani ukoliko postoje veze izmedu ¢vorova. U zavisnosti od toga da
li je graf orijentisan ili neorijentisan signal se moZe kretati u jednom ili oba smjera. Na
slici 3.4 dat je primjer orijentisanog grafa gdje se signali krecu u smjeru koji je prikazan

strelicama.
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®2

o1

o4

®5

@3

Slika 3.4: Primjer grafa sa 5 ¢vorova i 9 ivica (grana).

Kod klasi¢ne obrade signala, funkcija sistema je da od ulaznog, uz pomo¢ odrede-
nih transformacija, dobije izlazni signal. Ovaj “jednostavan” nacin je mogu¢ kada imamo
sisteme definisane u jednom domenu. Medutim, kako se tehnologija razvija, posebno u
kontekstu druStvenih mreZa i kompleksnih setova podataka, ovaj pristup postaje ograni-
¢en i nedovoljno precizan za analizu. Stoga se razvija obrada signala na grafovima. Kod
grafova, ne postoji “jednostavna” transformacija iz ulaznog u izlazni signal, ve¢ se kori-
ste kombinacije originalnog signala i njegove “pomjerene” verzije. Kod grafova mozemo
imati nepravilne domene, $to bi znacilo da svi signali ne moraju biti u istom domenu,
mogu predstavljati razli¢ite komponente, vazno je da predstavljaju isti sistem i da signali

koji definiSu taj sistem budu medusobno povezani.

Dakle, izlaz signala, u oblasti obrade signala na grafovima, se moZe, analiticki, odre-
diti pomocu funkcije:
M—1
y=hoA’x+ mAx+ -+ hy A 'x =Y h,ATx (3.1
m=0
gdje A"'x predstavlja vektor pomjerenih signala (eng. shifted signal), odnosno proizvod
matrice susjedstva i vektora signala grafa. Postavlja se pitanje: Sta u stvari predstavlja
pomjeranje signala? Donekle, samo ime nam daje odgovor na ovo pitanje, ali nain na
koji se pomjeranje signala vrsi je znacajan, taCnije Sta on predstavlja. Naime, pomjeranje

se vr$i od jednog Cvora ka svim ¢vorovima Kkoji su povezani sa njim (obraéajuci paznju
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na usmjerenje grana) [27]. Konkretno, predstavlja povezanost signala i kako signal jed-
nog ¢vora moze uticati na drugi, tacnije medusobnu povezanost signala u grafu. Dakle,

pomjeranje signala se izvrSava koristeci jednacinu:

Xpomjereno = Ax (3.2)

Kao primjer éemo uzeti orijentisani graf sa slike 3.4 ¢ija je matrica susjedstva:

0 00O0°1
1 0011
A=10 0 0 0 1
00100
1 1.0 1 0]
Pretpostavimo da imamo vektor signala:
_Xl_
X2
X= [x3
X4
_XS_

Xpom jereno J€ 0dredeno na osnovu relacije (3.2) i dobijene su sljedece vrijednosti vektora
“pomjerenih” signala:

x5
x1 + x4+ x5
Xpom jereno = x5

x3
_xl +x2+ x4_

Dakle, glavna razlika izmedu klasi¢ne i obrade signala na grafovima, pored razlike u
domenu, je u nacinu dobijanja, odnosno reprezentaciji izlaznog signala. Kao Sto se moze
zakljuciti, kod obrade signala imamo jedan signal u odredenom domenu i na osnovu tog
signala dobijamo izlazni. Ovo predstavlja “1 - na - 1” preslikavanje. Kod obrade signala
na grafovima nemamo jedan, ve€ viSe ulaznih signala koji su medusobno povezani, ali ne
moraju biti u istom domenu. U ovom slu¢aju imamo “1 - na - mnogi” preslikavanje [27].
Ovo znaci da jedan signal moze uticati na viSe njih, tacnije da vise razliCitih signala u
manjoj ili vecoj mjeri imaju medusobni uticaj na osnovu kojih se dobija izlazni signal.

Na kraju je vazno pomenuti da ovaj nacin obrade signala ima Sirok spektar primjene.

Senzorske mreze (eng. sensor networks) koje mogu obuhvatati razlicite scenarije. Prvi se
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moze odnositi na obradu signala koje prikupljaju bilo koji senzori postavljeni na razlici-
tim lokacijama, drugi se moZe odnositi na putnu mrezu i infrastukturu saobracajnica itd.
Takode, primjenu nalaze u bioloskim mreZama, obradi slika, uklanjanju Suma, maSinskom

ucenju, obradi podataka u velikim setovima podataka i mnogi drugi [28].

3.2 Odnos signala i Suma kao mjera ocuvanja signala ori-

ginalnog grafa

Odnos signala i Suma (eng. Signal-to-Noise Ratio - SNR) je klju¢na mjera u nauci i
inZenjeringu koja pokazuje odnos izmedu korisnog signala 1 Suma u sistemu [29]. Dakle,
on nam moZe sluZiti ako provjera koliko je Sum ili koliko su neke promjene ru¢no unesene
narusile kvalitet originalnog signala i samim tim odrediti da li ¢e i u kojoj mjeri analiza

modifikovanog (narusenog originalnog) signala biti vjerodostojna.

SNR se izrazava kao odnos snage originalnog signala i prisutnog Suma [30], najcesée

se izrazava u decibelima (dB). Formula za odredivanje SNR-a je:

P .
SNRgg = 10logy, ( ;‘g““) (3.3)

Sum
gdje je Fygnal snaga originalnog signala, a Py, snaga Suma ili modifikacije originalnog
signala.

Sto je vrijednost SNR-a veéa, to znadi da je originalni signal ja¢i od $uma i, samim
tim, on nece unositi velike promjene u signalu, tacnije informacije koje prenosi signal ¢e
gotovo netaknute do¢i do krajnjeg korisnika. Sa druge strane, ako SNR ima malu vrijed-
nost, to nam ukazuje na malu snagu signala §to dovodi do velikog gubitka informacija,
tacnije uticaj Suma na signal je veliki. Dakle, dolazimo do zakljucka da je poZeljno imati
velike vrijednosti SNR-a kako bi bili sigurni da je originalni signal ostao u velikoj mjeri
netaknut 1 da su informacije koje dobijaju korisnici iste one koje nosi originalni signal
[30]. Kada, na primjer, sluSamo radio, dokle god imamo Cisti zvuk znaci da je SNR visok,
tacnije da je snaga originalnog signala mnogo veca od snage Suma. Kada po¢nemo da
cujemo SuStanje ili se zvuk po€ne gubiti, to znaci da snaga Suma postaje jaca i vrijednost
SNR-a pada.

Naime, kao §to se moZe uociti cilj je uticati na signale tako da njihova snaga uvijek
nadjaca Sum, bilo da Sum proizvode sami uredaji ili unose neki spoljasnji faktori. Ovo

se moZe posti¢i poveCanjem jaine signala pomocu pojacavaca, optimizacijom poloZaja
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antena i upotrebom antena sa ve¢im pojacanjem. Sa druge strane, smanjenje Suma putem
filtriranja 1 pravilnog dizajniranja [30] sistema ima veliki uticaj na konacne vrijednosti
SNR-a.

Napomena: U ovom radu Sumom smo smatrali signal, odnosno graf, nakon modifi-
kacija nad matricom susjedstva i na taj nacin odredili kolike su izmjene zaista uneSene
(koliko se signali na originalnom grafu razlikuju od signala na modifikovanom grafu) i da

li se spektralna analiza moZe smatrati vjerodostojnom.

3.3 Sopstvene vrijednosti

Da bi objasnili sopstvene vrijednosti, moramo krenuti od sopstvenih vektora. Sop-
stveni vektori i sopstvne vrijednosti su vektori i skalari povezani sa kvadratnom matricom
koji ih bliZze odreduju, tanije pomazu u analizi strukture matrice [31]. Najcesce se defi-
niSu preko jednacine:

Au = Au (3.4)

gdje je u nenulti sopstveni vektor matrice A, a A je skalar, odnosno sopstvena vrijednost,

koji odgovara datom sopstvenom vektoru. Jednacina (3.4) se takode moZe napisati kao:
(A—Au=0 (3.5)

gdje je I jedini¢na matrica. Vazno je naglasiti da sopstveni vektori moraju biti razli¢iti od
nule, dok sopstvene vrijednosti mogu imati vrijedost nula, ali to zna¢i da imamo nepo-
godan oblik matrice, tacnije da se radi o singularnoj matrici [32]. Iz jednacCine (3.4) se
zakljuCuje da sopstveni vektori ne smiju imati vrijednost nula jer bi u tom slucaju jed-
nacina bila 0 = 0, tacnije ne daje nam bilo kakve informacije o matrici, pravcu i smjeru

vektora.

Svaka matrica moZe vrsiti neku operaciju nad vektorom (skaliranje, rotiranje, po-
mjeranje itd). Pronalaskom sopstvenih vektora matrice dobijamo upravo ove informacije.
Konkretno, sopstveni vektori nikada ne mijenjaju svoj pravac, ova karakteristika ostaje,
ono $to se moZe mijenjati, u odnosu na sopstvene vrijednosti, su duZina i smjer vekto-
ra. Ukoliko je sopstvena vrijednost A pozitivna, sopstveni vektor se produzava (kada je
A > 1) ili skracuje (kada je A < 1). Kada imamo slucaj u kojem A ima negativnu vri-
jednost dolazi do produzavanja (skracivanja) vektora i do mijenjanja njegovog smjera.

Tacnije, negativne sopstvene vrijednosti preokrecu orijentaciju vektora, a duZina vektora
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zavisi od njihove apsolutne vrijednosti. Na kraju, u slu¢ajevima kada imamo nultu sop-
stvenu vrijednost dobija se nulti vektor i1 neivertibilna, odnosno singularna matrica. U
ovim situacijama se obicno pribjegava nekim modifikacijama kako bi se korigovale nul-
te sopstvene vrijednosti. Na koji nacin je to uradeno u ovom istrazivanju, bice rijeci u

narednim poglavljima.

0.8} A
0.6F
04f
0.2f

[0 =i 1 1 _Iﬁ 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

o
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T T T T T T T
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0.4
0.2

1]= 1 1 1 — 1 1 1
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Slika 3.5: Uticaj sopstvenih vrijednosti na sopstvene vektore.

Na slici 3.5 vidimo tri graficka prikaza uticaja sopstvenih vrijednosti na sopstvene
vektore. Vektori prikazani crnom bojom na sva tri grafika predstavljaju sopstvene vektore

u pravcu x i y ose Ciji je intenzitet jednak jedinici, dok su crvenom, plavom i zelenom

bojom predstavljeni sopstveni vektori nakon uticaja sopstvenih vrijednosti.

Na prvom grafiku se moZe vidjeti kako pozitivne sopstvene vrijednosti uticu na inten-
zitet sopstvenih vektora. Duz x — ose sopstvena vrijednost iznosi 1.3 (A > 1), pa je doslo
do produZavanja sopstvenog vektora duz x — ose. Sa y — osom imamo suprotan slucaj,
sopstvena vrijednost je 0.4 (A < 1), pa je doslo do skraéivanja sopstvenog vektora duz
y — ose. Na drugom grafiku, pored produzavanja i skra¢ivanja sopstvenog vektora, moZze-
mo primijetiti da je on promijenio smjer, na osnovu ¢ega se moze zakljuciti da smo na
drugom grafiku imali negativne sopstvne vrijednosti. Na zadnjem grafiku vidimo zelenu
taCku u koordinatnom pocetku, Sto nam sugeriSe da su sopstvene vrijednosti jednake nuli,

Sto dovodi do pojave nultog sopstvenog vektora i neinvertibilnosti.
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Za neki skalar A mozemo reci da je sopstvena vrijednost ako ispunjava uslov:
det(A—AI)=0 (3.6)

ova jednacCina se naziva karakteristicnom jednacinom. Uslov da determinanta bude nula
dolazi iz Cinjenice da se tada radi o neinvertibilnim matricama, $to nam znaci da u tom
slucaju imamo neki nenulti sopstveni vektor u za koji vazi relacija 3.5. Dakle, sopstvene
vrijednosti se nalaze rjeSavanjem karakteristicne jednacine, a sopstveni vektor je odgova-

rajuci nenulti vektor koji zadovoljava pomenutu relaciju.

Naime, cilj je da se obezbijedi matrica sa svim sopstvenim vrijednostima razli¢itim
od nule kako bi smatrali da je matrica (susjedstva) modifikovana 1 “spremna” za dalju

analizu.

Osobine koje matrica susjedstva treba da ima, kako bi je smatrali “spremnom” za dalju
analizu (npr. Furijeovu) su invertabilnost, odnosno nesingularnost i dijagonalizabilnost.
Matrica e biti singularna (neinvertibilna) ukoliko je njena determinanta jednaka nuli [33],
a determinanta ¢e uvijek biti nula ukoliko je makar jedna sopstvena vrijednost jednaka

nuli, jer se ona moZe racunati kao proizvod sopstvenih vrijednosti.

Do nedijagonalizabilnosti dovode sopstveni vektori. U sluc¢aju kada imamo nedija-
gonalizabilnu matricu znamo da je doSlo do smanjivanja ranga. A do smanjivanja ranga
dolazi kada imamo nedovoljan broj linearno nezavisnih sopstvenih vektora [33].

Napomena: O svim ovim pojmovima ¢e viSe rijeci biti u narednim poglavljima.

Sa stanoviSta obrade signala na grafovima, odnosno matrice susjedstva koje se koriste
za reprezentaciju grafova, singularnost i nedijagonalizabilnost predstavljaju veliki pro-
blem u analizi jer se ne dobijaju standardni i ocekivani oblici koje moZemo analizirati.
Pretpostavimo da se koristi Furijeova transformacija, ono $to o¢ekujemo od njenog izlaza
su neke dominantne frekvencije, amplitude, odredeni raspored frekvencija koji podsjeca
na sinusoidu, $to nam zbog njenih osobina znatno olakSava analizu. U slucajevima sin-
gularnih i nedijagonalizabilnih matrica susjedstva dobijamo spektar koji je izuzetno teSko

analizirati. Cilj ovog istrazivanja je prevazilazenje ovog problema.
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Glava 4

Furijeova transformacija

Furijeova transformacija je matematicki alat koji pretvara signale iz vremenskog ili
prostornog domena u frekvencijski domen, omogucavajuéi detaljnu analizu i obradu sig-
nala. Ona danas ima Sirok spektar upotrebe i predstavlja jedan od najceSc¢ih alata za ana-
lizu signala u inZenjeringu, fizici i obradi signala. Da bi Furijeova transformacija bila
primjenjiva, signal mora biti integrabilan na cijelom svom domenu. Matematicki uslov za

integrabilnost funkcije f(¢) je dat sljede¢om formulom:
| 17wl <o @.1)

Furijeova transformacija signala f(¢) je definisana kao:

Flw)= / f(t)e 7 dt (4.2)
gdje je:
» F(®) je Furijeova transformacija signala f(t)
¢ vremenska komponenta
*  ugaona frekvencija

* jimaginarna jedinica (j = v/ —1)
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4.1 Diskretna Furijeova transformacija

Kada govorimo o obradi signala na grafovima najcesce se pomisli na diskretnu Furije-
ovu transformaciju (DFT). DFT se koristi za transformaciju sekvence diskretnih uzoraka
iz vremenskog u frekvencijski domen, §to je ¢ini veoma korisnim alatom za analizu fre-
kvencijskog sadrZaja diskretnih signala. Matematicki, DFT je definisana za sekvencu od

N uzoraka i izraZena je na sljedeéi nacin:

N—1 e
X[k =Y x[n]-e 'k (4.3)
n=0

* X (k) koeficijent diskretne Furijeove transformacije na frekvenciji k
* x[n] vrijednosti ulaznog signala (diskretne funkcije)

. oinhn je kompleksna eksponencijalna funkcija koja predstavlja bazne funkcije dis-

kretne Furijeove transformacije (DFT)

* N ukupan broj uzoraka

k indeks frekvencije (k=0,1,2,..,N—1)

Diskretna Furijeova transformacija je osnovni alat u digitalnoj obradi signala, jer omo-

gucava efikasno istrazivanje frekvencijskog sadrzaja 1 karakteristika digitalnih signala.

4.2 Furijeova transformacija na neorijentisanim grafovi-

ma

U ovoj sekeiji Ce, ukratko, biti objasnjeno zbog Cega je Furijeova transformacija na
neorijentisanim grafovima moguca bez prethodnih manipulacija sa matricom susjedstva.
Furijeova transformacija signala definisanih na grafu se odreduje matematickom jed-

nacinom:
X=U"x (4.4)

gdje je X vektor koeficijenata Furijeova transformacija signala x definisanog na grafu, a U
je matrica u ¢ijim se kolonama nalaze vrijednosti sopstvenih vektra, odredenih na osnovu

matrice susjedstva A [19].
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Zbog cega je Furijeova transformacija kod neorijentisanih grafova, u vecini slucaje-
va, izvodljiva bez manjih ili ve¢ih modifikacija matrice susjedstva? Da bi FT bila moguca,
potrebno je da matrica bude dijagonalizabilna 1 nesingularna. O ovome e vise rijeci biti
u sekciji 5. Sada je vazno reci na koji na¢in moZemo utvrditi da li je matrica dijago-
nalizabilna i nesingularna kako bi pokazali da je FT moguce obaviti direktno, koristeci
originalnu matricu susjedstva. Kada je rije¢ o nesingularnosti, za matricu mozemo reci
da je nesingularna ukoliko je njena determinanta razliita od nule. Dijagonalizabilnost je
odredena sopstvenim vektorima. Ukoliko su svi sopstveni vektori linearno nezavisni, tada

za matricu mozemo reci da je dijagonalizabilna.

Uzeéemo primjer grafa ¢ija je matrica susjedstva:

01111 0]
10010 1
100010
A=
11000 1
101000
010100
26
3r *
o4
2,
&2 (L
o1 or
o3 1 * *
oL F
o5 0 ’ 2 s s 5 6 7
(a) (b)

Slika 4.1: (a) Neorijentisani graf ¢ija je matrica susjedstva A. (b) Sopstvene vrijed-

nosti.

Kao §to ve¢ znamo, nijedan neorijentisani graf nema izvore ili ponore, samim tim
svi neorijentisani grafovi su nesingularni. Kako je samo par recenica iznad receno da se

(ne)singularnost odreduje na osnovu determinante, a sada se pominju izvori i ponori sa
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istim ciljem? Naime, prisustvo izvora i ponora znaci da ¢emo u matrici susjedstva u tom
redu (koloni) imati sve nule, Sto moZe biti indikacija da ¢emo dobiti nultu determinantu.
Kako, kao §to je ve€ re€eno, neorijentisani grafovi nemaju izvore ili ponore, moze se, sa

velikom vjerovatno¢om, pretpostaviti da je matrica susjedstva nesingularna.

Sa druge strane, dijagonalizabilnost je neophodno provjeriti. Medutim, kao Sto se
mozZe vidjeti sa slike 4.1b ovaj graf nema sopstvenih vrijednosti jednakih nuli, ¢ime je
obezbijedena Furijeova transformacija datog signala definisanog na grafu, ¢ija je matrica

susjedstva A.

Furijeova transformacija matrice susjedstva A i nasumi¢no generisanog signala je pri-

kazana na slici ispod.

2 T T T T T T

151 o 1

-0.5 .

Slika 4.2: Furijeova transformacija neorijentisanog grafa.

Kako neorijentisani grafovi nijesu glavna tema ovog rada, samo ¢emo se ukratko osvr-
nuti na analizu Furijeove transformacije neorijentisanog grafa prikazanog na slici 4.2. Kao
Sto je 1 ocekivano, broj pikova je 6, Sto se poklapa sa brojem ¢vorova grafa. Naizmjeni¢ni
raspored pikova, prvo se javlja pozitivni, a zatim negativni, sugeriSe da se radi o sinusoi-
dalnom signalu. Ova karakteristika znac¢ajno olakSava analizu signala, jer nam omogucava

da predvidimo njegove frekvencijske komponente.

29



Lidija Vuksanovié¢ Master rad

4.3 Furijeova transformacija na orijentisanim grafovima

Za razliku od neorijentisanih grafova, za orijentisani ne moZemo tvrditi da su nesin-
gularni, naprotiv, u vecini slucajeva to nijesu. Takode, dijagonalizabilnost je upitna kada
je rijec o orijentisanim grafovima. Neophodno je napomenuti da ¢e sve ovo detaljnije biti

objaSnjeno (dijagonalizabilnost 1 nesingularnost) u sekciji 5, konkretno potpoglavlje 5.1.

Matematic¢ka formula za odredivanje Furijeove transformacije kod neorijentisanih i
orijentisanih grafova je ista (4.4). Medutim, kako orijentisani grafovi u vecini slucajeva
nijesu dijagonalizabilni, ve¢ moramo do¢i do takvog oblika matrice susjedstva, formula

koja se Cesto koristi za Furijeovu transforaciju signala definisanih na grafovima je:
N—1
X(k) =Y x(n)ug(n) 4.5)
n=0

Iz date formule se zakljucuje da Furijeova transformacija grafa X (k) predstavlja projekciju
signala x(n) na k-ti sopstveni vektor matrice susjedstva (ili druge odgovarajuce matrice)
grafa. Tacnije, Furijeova trasformacija (orijentisanog) grafa moze se tumaciti kao skup
projekcija signala na sopstvene vektore uy(0),ux(1),...,ux(N—1) [19].

Kao 1 u prethodnom poglavlju, i sada ¢emo proci kroz jedan jednostavan, pokazni, pri-

mjer orijentisanog grafa. Ru¢no je odabrana matrica susjedstva, kako bi Furijeova trans-

formacija bila izvodljiva. Tacnije, matrica e biti dijagonalizabilna i nesingularna.

01000
00100
A=1000 10
01001
100 0 0
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Slika 4.3: (a) Orijentisani graf ¢ija je matrica susjedstva A. (b) Sopstvene vrijednosti.

Kao $to se moZze uociti sa slike 4.3a graf nema izvora i ponora, Sto bi znacilo da je nasa

matrica susjedstva nesingularna. Takode, znamo da se radi o dijagonalizabilnoj matrici jer

nijedna sopstvena vrijednost nije jednaka nuli, Sto moZemo vidjeti na slici 4.3b.

Na slici ispod je prikazana Furijeova transformacija matrice susjdstva A i nasumi¢no

generisanog signala.
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Slika 4.4: Furijeova transformacija orijentisanog grafa.

Graf Furijeove transformacije prikazan na slici 4.4 ima 5 pikova, Sto je oCekivano s
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obzirom na to da graf ima 5 ¢vorova. Ovi pikovi su rasporedeni tako da podsjecaju na
sinusoidu, Sto olakSava analizu jer sinusoidalni signali imaju jasno odredene frekvencije
1 amplitude, Sto ih ¢ini pogodnim za preciznu matematicku analizu. Pikovi predstavljaju
dominantne frekvencije u signalu. MoZemo vidjeti da, u ovom primjeru, one imaju vrijed-
nosti koje se priblizno krec¢u oko —1,1.51 —0.5. Jos jeda od karakteristika ovog signala i
njegove Furijeove transformacije je raspodjela pikova u odnosu na x — osu. MoZe se uociti
da su oni simetri¢ni u odnosu na nulu, $to je tipicno za Furijeove transformacije realnih

signala.
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PredloZeno rjeSenje

Cilj ovog istrazivanja je obezbjedivanje analize signala definisanih na orijentisanim
grafovima koristeéi Furijeovu transformaciju u obliku koji je poznat i razumljiv. Predlo-
Zena metoda je omogucila zadati cilj odredenim modifikacijama nad matricom susjedstva.
Naravno, jedina teZznja ovog istrazivanja se nije odnosila na obezbjedivanje analize kori-
ste¢i Furijeovu transformaciju, ve¢ i da predloZzena metoda unosi minimalne izmjene u
originalnom grafu, tacnije originalnoj matrici susjedstva, kako bi analiza bila Sto vjerodo-
stojnija. Prevelike izmjene i odstupanje od originalnih vrijednosti bi dovele do neodgova-
rajuce analize, odnosno do analize za koju ne moZemo smatrati da bi dala iste ili slicne

rezultate kao i originalni graf (graf prije izmjena).

Svi aspekti predloZene metode e biti objasnjeni u ovom poglavlju, pocevsi od utv-
divanja da li je matrici neophodna modifikacija, do uzroka koji dovode do nemogucnosti
primjene Furijeove transformacije i samog rjeSenja problema. Dato rjeSenje je implemen-
tirano i testirano u MATLAB programskom okruZenju, na osnovu kojeg smo dosli do
rezultata koji ée biti prikazani, i zakljucka da predloZena metoda daje Zeljene rezultate,
taCnije ispunjava pocetnu hipotezu. PoCetna hipoteza je bila da ¢e dodavanjem grana male
tezZine na mjestima koja dovode do smanjenja ranga (viSe o tome u nastavku ovog pogla-
vlja), obezbijediti puni rang, determinantu koja je razli¢ita od nule i adekvatnu analizu

koriste¢i Furijeovu transformaciju.

33



Lidija Vuksanovié¢ Master rad

5.1 Singularne i nediagonalizabilne matrice

Singularne matrice su matrice Cija je determinanta jednaka nuli, 1 za njih moZemo reci
da nijesu invertabilne [34], niti regularne matrice [35]. Invertibilne matrice su matrice za

koje moZemo naci njihov inverzni parnjak. Tacnije, to su matrice koje ispunjavaju uslov:
AAT =A71A =1

gdje je I jedini¢na matrica (matrica koja na glavnoj dijagonali ima jedinice, a na svim

ostalim mjestima nule).

[
S = O

000 -1

Kod singularnih matrica, pored nulte determinante, jo§ jedno svojstvo se odnosi na
rang matrice, a ono podrazumijeva da rang nije pun. Ukoliko imamo matricu » X n, puni
rang matrice bi bio n. Kod singularnih matrica on ¢e biti n — x, gdje je x broj linearno

zavisnih redova ili kolona.

Nas cilj je, kako bi obezbijedili invertabilnost (nesingularnost), da utvrdimo koje grane
(¢vorovi) su odgovorne za smanjenje ranga matrice, samim tim i nultu determinantu, i na

tim mjestima napravimo odredene modifikacije.

Dijagonalizabilna matrica je matrica koja ima bazu sopstvenih vektora. Dijagonalni

elementi matrice su odgovarajuée sopstvene vrijednosti [36].

Uslov dijagonalizabilnosti matrice A je:
A=SDS™!

gdje je S matrica Cije kolone Cine sopstveni vektori matrice A, a D je dijagonalizabilna

matrica Ciji dijagonalni elementi predstavljaju sopstvene vrijednosti.

Ako su sve vrijednosti na glavnoj dijagonali medusobno razlicite i razliite od nule za
takvu matricu mozemo odmabh tvrditi da je dijagonalizabilna. Isto tako, ukoliko se radi o
simetri¢nim matricama (A = A”), moZemo odmah reéi da je u pitanju dijagonalizabilna
matrica. Matricu A dimenzija n X n smatramo dijagonalizabilnom ukoliko ima » linearno

nezavisnih sopstvenih vektora, tanije, imamo puni rang matrice.
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Postoje mnogi nacini kako da nedijagonalizabilnu matricu dovedemo do dijagonali-

zabilne forme, o Cemu je, izmedu ostalih, pisano u radovima [2, 36].

Vazno je joS ponoviti da nedijagonalizabilne i singularne matrice imaju nultu determi-
nantu i smanjeni rang matrice. Dakle, provjerom determinante i ranga matrice moZzemo

utvrditi da li je ona singularna ili nesingularna i da li jeste ili nije dijagonalizabilna.

5.2 Jordanovi blokovi

Na samom pocetku ove sekcije ¢emo objasniti Sta je Jordanova normalna forma (JNF)
1 kako je ona povezana sa matricom susjedstva. Naime, Jordanova normalna forma pred-

stavlja specifi¢an oblik matrice koja se dobija transformacijom:
A=vyv! (5.1)
gdje je:
* A je matrica susjedstva

* V je matrica ¢ije kolone sluZe kao baza generalizovanih sopstvenih vektora matrice

susjedstva A

¢ J je Jordanova normalna forma matrice susjedstva A koja sadrzi Jordanove blokove

Zbog cega je ovo vazno? Kako je veé reCeno, matrice susjedstva orijentisanih grafova
¢esto nijesu dijagonalizabilne. Nas cilj je da ih dovedemo u oblik koji olakSava analizu,

odnosno omogucava spektralnu i frekvencijsku analizu uz pomo¢ Furijeove transforma-
cije [37, 38].

Prisustvo Jordanovih blokova sugeriSe postojanost nedijagonalizabilne matrice. Da-
kle, na$ cilj je razbijanje Jordanovih blokova. Jordanovi blokovi su kvadratne matrice
[39] oblika:

A 1 0 0 |

0 &% 1 0

0 0 A I
=100 0 A

A 1

(000 0 0 - A
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Jordanova normalna forma bi bila blok matrica na ¢ijoj glavnoj dijagonali se nalaze

Jordanovi blokovi.

Jo(A) 0 0 0 0
0 Ji, (A2) 0 0 0
; 0 0 Jiy (A3) 0 0
1o 0 0 Ji, (M) 0
0 0 0 0 - T (Ar)
Za obje matrice vazi da su Ay, odnosno, A;,A;,...,A, sopstvene vrijednosti matrice

susjedstva A, dok su Ji, (A1), Ji,(A2), ..., Jk,(A) Jordanovi blokovi kojima su pridruZene
sopstvene vrijednosti. Kao §to znamo, prisustvo sopstvenih vrijednosti na glavnoj dija-
gonali dovode do nulte determinante, Sto nam je joS jedan od pokazatelja da se matrica
susjedstva ne moze dijagonalizovati. Kako bi prevazisli ovaj problem, nas cilj je razbijanje
Jordanovih blokova [38].

5.2.1 Eliminacija Jordanovih blokova

Kao $to je veC receno, potrebno je eliminisati Jordanove blokove koji sadrze nultu
sopstvenu vrijednost kako bi dobili poZeljan oblik matrice susjedstva (bez nula na glav-
noj dijagonali). Neke od, do sada, istrazenih metoda su opisane u poglavlju 1 (“Uvod i

prethodna istraZivanja”).

Eliminacija Jordanovih blokova se postiZze, manjim ili ve¢im, modifikacijana nad ma-
tricom susjedstva. O¢igledno je da, radi vjerodostojne analize signala nakon modifikacije,
te izmjene treba da budu Sto manje 1 suptilnije. Svaka ve€a izmjena bi mogla promijeniti
graf 1 signale do te mjere da za analizu ne bi mogli tvrditi da je tacna i da dobro inter-
pretira originalni signal i strukturu matrice susjedstva, odnosno grafa. Kako bi izbjegli
ovo, trebalo bi se truditi da predloZene modifikacije budu takve, da ne mijenjaju strukturu

grafa ili da to Cine sa minimalnim posljedicama.

Postoje tri grupe nacina na koji se mogu vrSiti modifikacije. Prva je uklanjanje grana iz
grafa, druga je mijenjanje teZina grafa i treca je dodavanje grana u grafu. Metod predloZen
u ovom radu se svrstava u treCu grupu. Jasno je da je najproblemati¢nija prva grupa,
jer uklanjanjem grana iz grafa uklanjamo i odredene informacije. Te informacije mogu
nositi Sum ili informacije koje nam nijesu od prevelikog znacaja za analizu, ali isto tako

mogu nositi i mnogo vaznih informacija. Kako je veoma tesko, mozda i nemoguce, sa
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sigurnos¢u tvrditi koja grana nosi koju informaciju i od koje je ona vaznosti, ovaj tip
modifikacija je odmah uklonjen iz razmatranja. Mijenjanje teZina granama grafa moze
imati iste posljedice kao i uklanjanje grana, u manjoj mjeri, ali potencijalno opet gubimo
informacije i dobijamo nevjerodostojnu analizu. Iz ovih razloga odluceno je da se rjeSenje

nedijagonalizabilne matrice potrazi u dodavanju grana.

Naime, glavna ideja se sastoji u tome da iz Jordanovog bloka oblika:

~
—
S
I
oS o o o O
o o o o =
o o o = O
S o = O O
S = O O O

gdje su prisutne nulte sopstvne vrijednosti dobijemo matricu gdje ¢e, na tim mjestima,

nakon modifikacije biti sopstvene vrijednosti razli¢ite od nule. Ta¢nije, da ona ima oblik:

£ 0 0 0 0
0 & 0
Jmodifikovano = | 0 & 0
0 0 &4 0
0 0 &

Prvo se primjecuje da su originalne sopstvene vrijednosti promijenile vrijednost za &,
odnosno da su sada razliCite od nule. Veli¢ina odstupanja modifikovane, u odnosu na
originalnu sopstvenu vrijednost, zavisi od metode koja se koristi. U svakom slucaju, cilj
je da ta vrijednost bude $to manja, gotovo zanemarljiva. MoZe se desiti da se u skupu
novih sopstvenih vrijednosti pojave dvije ili viSe identi¢nih vrijednosti. Ako geometrijska
viSestrukost ponovljenih vrijednosti nije jednaka algebarskoj, pojavice se novi Jordanovi

blokovi (smanjenih dimenzija).

Nacin na koji smo mi uspjeli da rijeSimo ovaj problem, razbijemo Jordanove blokove i
dobijemo dijagnabilnu matricu susjedstva, i obezbijedimo jednostavnu anlizu primjenom
Furijeove transformacije, je dodavanjem grana. Na koji nacin i na kojim mjestima u grafu

su te grane dodavane, Ce biti objaSnjeno u narednoj sekciji.
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5.3 Metoda i podaci

Pocetna ideja prevazilazenja problema pomenutih u prethodnim sekcijama ovog po-
glavnja je bila dodavanje grana. Ve¢ je pomenuto zbog ¢ega bas dodavanje grana, a ne
uklanjanje ili modifikacija postoje¢ih. Medutim, opet treba naglasiti da metod dodavanja
grana unosi najmanje izmjene u originalni graf, $to je, takode, bio cilj ovog istraZivanja.

Prvo pitanje koje je potrebno postaviti je: Na koji nacin utvrditi da li je neophodna
modifikacija matrice susjedstva? Postoje dva nacina utvrdivanja da li je nad matricom
susjedstva potrebna modifikacija kako bi dosli do cilja, odnosno do moguce analize uz

pomo¢ Furijeove transformacije.

Prvi nacin je odredivanje determinante. Determinanta postoji samo za kvadratne ma-
trice (matrice dimenzija n X n) i ona predstavlja skalar koji daje vazne informacije o svoj-
stvima matrice, kao $to je invertibilnost [34, 40]. Postoji viSe nac¢ina numerickog racu-
nanja determinante matrice (u zavisnosti od njenih dimenzija), ovo se moZe pogledati u
radovima [40, 41]. Kako smo mi za provjere 1 implementaciju algoritma koristili MA-

TLAB, tako smo i determinante racunali koriste¢i ugradenu funkciju:
det(A)

gdje je A matrica susjedsta. Ukoliko dobijemo vrijednost determinante jednaku nuli, do-
lazi do modifikacije matrice susjedstva, u suprotnom se, u nekim slucajevima, moZze di-

rektno izvesti analiza uz pomoc Furijeove transformacije.

Drugi nacin je odredivanje ranga matrice. Rang je broj linearno nezavisnih redova
(kolona) u matrici [42]. Ukoliko su svi redovi (kolone) linearno nezavisni, imamo puni
rang matrice. To bi znacilo da, ukoliko imamo matricu dimenzija n X n, i postoji n linearno
nezavisnih redova (kolona) imamo puni rang matrice, odnosno rang koji je jednak n. Kao i
kod determinante, postoji viSe nacina za odredivanje ranga matrice, $to se moze pogledati
u radovima [42, 43]. Provjeravanje uspjesSnosti algoritma je vrSeno u MATLAB-u, samim

tim je, za odredivanje ranga matrice, koriStena ugradena funkcija:
rank(A)

gdje A predstavlja matricu susjedsta. Ukoliko matrica nema puni rang, znaci da nije inver-
tabilna, odnosno ona je singularna. Ve¢ je napomenuto da je to problem, jer se Furijeova
transformacija ne moze vrSiti nad singularnim matricama. Ovo bi znacilo da, ukoliko

utvrdimo da je broj linearno nezavisnih redova (kolona) manji od ukupnog broja redova
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(kolona), tacnije da rang nije potpun, neophodno je izvrsiti modifikacije nad matricom

susjedstva kako bi Furijeova transformacija bila moguca.

U ovom algoritmu determinanta je bila “okida¢” za modifikaciju, a rang je koriSten
za internu provjeru validnosti algoritma, odnosno provjeru da li se nakon modifikacije
povecéao rang matrice do potpune vrijednosti.

Jo$ jedno pitanje koje bi trebalo postaviti je: Na koji nacin odrediti gdje je potreb-
no dodati granu? Upravo ovo pitanje je kljuCna tacka ovog istrazivanja. Lako je doci
do zakljucka da li je modifikacija potrebna ili nije, kao $to je ve¢ reCeno, uz jednostav-
no odredivanje determinante ili ranga matrice. Medutim, izazov predstavlja odredivanje
¢vorova koje treba spojiti kako bi se prevaziSao ovaj problem (nemoguénosti izvodenja

Furijeove transformacije usljed postojanja Jordanovih blokova).

Naime, nas cilj je da odredimo linearno zavisne redove i kolone, koliko ih ima i koji
su. Broj linearno zavisnih redova i kolona predstavlja broj za koji je smanjen rank ma-
trice. TaCnije ukoliko imamo matricu zn X n 1 njen rang matrice je n — x, x predstvlja broj
linearno zavisnih redova i kolona, ta¢nije ukupan broj redova i kolona koji smanjuju rang
1 dovode do formiranja singularne matrice i nemogucénosti izvodenja Furijeove transfor-
macije. Nakon $to utvrdimo broj linearno zavisnih redova (kolona) i odredimo koji su to
redovi (kolone), spajamo ih, dodajuci nove grane od ¢vora koji je identifikovan kao li-
nearno zavisna kolona, ka ¢voru koji je identifikovan kao linearno zavistan red. Na ovaj

nacin se izbjegava stvaranje izvora i ponora.

Odredivanje linearno nezavisnih, odnosno zavisnih redova (kolona) ukoliko posto-
je, se najcesce vrsi Gausovom eliminacijom. Detaljan postupak numeri¢kog odredivanja
Gausove eliminacije se moZe nac¢i u radu [32]. Sam princip se sastoji od odredivanja
redno-redukovanog eSalonskog oblika i identifikacije indeksa pivot redova, zatim se iz-
vrsi transponovanje matrice susjedstva i ponovi se isti postupak za odredivanje kolono-
redukovanog eSalonskog oblika i identifikaciju indeksa pivot kolona. Postoje tri uslova
koji moraju biti ispunjeni da bi za matricu mogli re¢i da ima eSalonski oblik, a ukoliko
ispunjava jo$ dva dodatna tada se radi o redukovanom eSalonskom obliku matrice [32].

Uslovi za eSalonski oblik matrice su:

1. Svi nulti redovi (redovi sa svim nulama) nalaze se na dnu matrice.

2. Prvi nenulti element (vodeci element - pivot) u trenutnom redu (recimo red i) treba
da bude u koloni koja dolazi poslije kolone vodeéeg elementa u prethodnom redu
(redi—1).
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3. Svi unosi u koloni ispod vodeceg elementa (pivota) su nulti

Ako su ova tri uslova ispunjena imamo eSalonski oblik matrice, a da bi dobili redukovani

eSalonski oblik potrebno je da budu ispunjena jo$ dva uslova, a to su:

1. Vodeci element (pivot) u svakom nenultom redu mora biti 1.

2. Svaki vodeci element (pivot) je jedini nenulti element u svojoj koloni.

Osvrnimo se malo na odredene pojmove iz navedenih uslova. Pivot predstavlja prvi
nenulti element u redu, odnosno koloni ukoliko se radi o transponovanoj matrici. Redovi
(kolone) koje imaju pivot elemente na odredenim pozicijama su linearno nezavisne, $to
znaci da se nijedan od ovih redova (kolona) ne moZze izraziti kao linearna kombinacija
drugih redova (ili kolona). Oni dovode do povedavanja ranga matrice. Linearno zavisni
redovi (kolone) su oni koji nemaju pivot elemente, odnosno svi elementi u redu (kolo-
ni) su nula. Kao §to je ve¢ napomenuto, ovi linearno zavisni redovi (kolone) dovode do

smanjivanja ranga matrice.

Dakle, nakon Sto se odrede pivot elementi redova (kolona), lako je odrediti linearno
zavisne elemente redova (kolona). Nakon ovoga dolazimo do posljednjeg koraka u modi-
fikaciji matrice susjedsta, a to je dodavanje grana sa odredenom tezinom izmedju linearno
zavisnih redova i kolona. Smjer kretanja je od ¢vora koji predstavlja linearno zavisnu

kolonu, ka ¢voru koji predstavlja linearon zavisni red.

Cijeli proces pronalazenja pivot redova (kolona), a zatim nelinearno zavisnih redva

(kolona), je u MATLAB-u uradeno koriste¢i ugradene funkcije:
[B,row| = rref(A)

gdje je A matrica susjedstva, a funcija rref pronalazi pivot redove. Promjenjiva B je ma-
trica u kojoj se upisuju sve potrebne promjene kako bi se doslo do elemenata u redovima
koji su pivoti, koji se zatim pamte u promjenjivoj row. Pivot kolone se odreduju tako Sto

se matrica susjedstva transponuje.
[B,col] = rref(AT)

Princip je isti kao kod traZenja pivot redova, s tim Sto treba napomenuti da se matrica
B nigdje prije ovoga nije inicijalizovala, tako da je ona prazna u momentu prije nego

Sto funkcija poCne sa trazenjem pivot kolona. U njoj se, nanovo, upisuju sve potrebne
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promjene kako bi se nasli pivot elementi u kolonama, koje se zatim pamte u promjenjivoj

col.

Nakon pronalaska linearno nezavisnih redova 1 kolona i pivot elemenata u njima, treba
pronaci linearno zavisne redove i1 kolone. Ovo se u MATLAB-u moZe uraditi koriStenjem
ugradene funkcije:

rowipg = setdif f(1: n,row)
colyyg = setdif f(1: n,col)

gdje se u promjenjivoj row;,, upisuju linearno zavisni redovi, a u col;,4 linearno zavisne
kolone. Naime, ova funkcija prolazi kroz sve redove (kolone) od prvog do n —tog (po-
sljednjeg) 1 provjerava da li je on upisan u promjenjivoj row (col). Ukoliko nije upisan
znaci da je taj red (kolona) linearno zavisna i da on dovodi do smanjivanja ranga matrice,
samim tim da se na tom mjestu treba vrS$iti modifikacija. Indeksi redova (kolona) koji su

upisani u promjenjivoj row (col) su linearno zavisni i njih ne treba korigovati.

Na primjer matrica susjedstva:

S = o =
S = o =
o o = o
o —~ © ©

ima redukovani oblik matrice za odredivanje pivot redova oblika:

S © O =
S o O =
S o = O
S = O O

Iako bi na prvi pogled mogli reci da svi redovi imaju jedan nenulti elemenat i da su sa-
mim tim svi linearno nezavisni, odnosno da nema redova koji dovode do smanjivanja
ranga matrice, to nije tacno. Linearno nezavisni redovi su 1,3 i 4. Zbog cega red 2 nije
linearno nezavisan, zbog ¢ega za njega ne moZemo reci da ima pivot elemenat, kada ima
nenultu vrijednost 1 u drugom redu? Odgovor na ovo pitanje se nalazi u uslovima za eSa-
lonsku formu 1 redukovanu eSalonsku formu napisanim ranije u ovom poglavlju. Pravilo
uslova za eSalonsku formu matrice kaZe da prvi nenulti element (pivot) u trenutnom redu
treba da bude u koloni koja dolazi nakon kolone vodeceg elemeta (pivota) u prethodnom

redu, tacnije svi pivoti se nalaze na “dijagonalnim” pozicijama ili ispod njih, a sve druge
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vrijednosti iznad pivota se eliminiSu. Ovo bi znacilo da, ukoliko se trenutno nalazimo u
drugom redu, prvi nenulti element mora biti u drugoj koloni da bi se smatrao pivotom,
pod uslovom da se u prvom redu pivot nalazi na poziciji [1, 1], taénije u prvom redu prve
kolone. Kako je u nasem slucaju pivot u prvom redu na poziciji [1, 1], jedina pozicija na
kojoj se prvi nenulti elemenat ne smije nalaziti je [1,2], ta¢nije prvi red i druga kolona, §to
je slu¢aj u ovom primjeru. Dakle, nakon ovoga moZemo zakljuciti da je drugi red linearno
zavisna 1 da dovodi do smanjivanja ranga matrice. Dakle, linearno zavistan red je drugi

jer su u njemu, u matrici B, svi elementi nula.

Redukovani oblik matrice A za odredivanje pivot kolona je:

S o o =
S O = O
S = O O
S O o O

Vidimo da u prve tri kolone postoje nenulti elementi (pivot elementi), Sto znaci da su
kolone 1,2 i 3 linearno nezavisni. Linearno zavisna kolona je Cetvrta jer su u njoj, u

matrici B, svi elementi nula.

Sada bi se na poziciji [2,4] dodala grana sa odredenom teZinom. Sto nas dovodi do
pitanja: Na koji nacin odrediti teZinu dodatih grana? Naime, ovaj segment moZze biti dio
nekog novog istrazivanja, u ovom je odredivana eksperimentalnim putem. Vrijednost smo
mijenjali na osnovu grafika sopstvenih vrijednosti. Cilj je bio da one budu rasporedene Sto
je bliZe jedini¢noj kruZnici, jer je ona pokazatelj stabilnosti sistema [33]. Pored sopstvenih
vrijednosti, kao mjeru kvaliteta smo koristili SNR, pa smo posmatrali kako se on mijenja

1 za koje vrijednosti unosi male promjene.

Nakon §to je matrica modifikovana vrSena je provjera uspjesnosti algoritma racuna-
njem determinante i ranga matrice. Ukoliko se dobije determinanta koja je razlicita od
nule i puni rang matrice, znaci da je algoritam, odnosno predloZena metoda, uspjeSan, $to
je i bio sluca;.

Radi bolje preglednosti i razumijevanja algoritma na narednoj strani je dat pseudokod

predloZene metode.
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Algorithm 1 Pseudokod predloZene metode

Postavi broj ¢vorova n i ivica k
GeneriSi nasumicnu 7 X n matricu A sa elementima O ili 1 koja ima tacno k jedinica van
glavne dijagonale a sve dijagonalne elemente jednake nuli.
if det(A) = O then

Kreiraj orijentisani graf g iz matrice A

IzraCunaj sopstvene vrijednosti sv matrice A

Transformisi A u redno-redukovani eSalonski oblik i identifikuj indekse pivot redo-
va

Transformisi A u kolono-redukovani eSalonski oblik 1 identifikuj indekse pivot ko-
lona

Pronadi redove i kolone koje nijesu pivotirani (zavisne elemente)

Kreiraj matricu B kao kopiju matrice A

for svaki i u redovima koji nijesu pivotirani do

for svaki j u kolonama koje nijesu pivotirane do
B(i, j) < 0.1
end for

end for

Izracunaj determinantu det(B)

Kreiraj orijentisani graf g1 iz matrice B

IzraCunaj sopstvene vrijednosti sv matrice B

Generisi slucajan signal s

Izracunaj Furijerovu transformaciju za matricu A: FTy < VAT -5, gdje je V4 matrica
sopstvenih vektora matrice A

PrikaZi Furijerovu transformaciju F Ty

Izratunaj Furijerovu transformaciju za matricu B: FTp < V{I -5, gdje je V matrica
sopstvenih vektora matrice B

PrikaZzi Furijerovu transformaciju F7p
else

Prekini algoritam

end if
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Na kraju, tokom citavog rada fokus je bio na prve dvije hipoteze iz uvodnog dijela,
taCnije da se umetanjem grana sa malim teZinama dobija sistem koji se ne razlikuje u veli-
koj mjeri od originalnog i obezbjeduje se mogucnost koriStenja Furijeove transformacije.
Medutim, postavljena je jo$ jedna hipoteza, a to je da se dodavanjem ¢vorova duz doda-
tih grana obezbjeduje moguénost dobijanja identi¢nog izlaza signala na modifikovanom i
originalnom grafu. Zbog cega se tek sada osvréemo na ovu hipotezu? Princip 1 predloZena
metoda, nacin odredivanja da li je modifikacija potrebna, je identian. Jedina razlika je u
tome S$to umjesto spajanja dva ¢vora granom, na toj grani umecemo ¢vorove i, samim tim,
povecavamo dimenzije modifikovane matrice susjedstva. Kako se modifikovana matrica
susjedstva povecava, dimenzije signala se takode moraju modifikovati, dodavanjem nula.
I ovaj princip je predstavljen pseudokodom u nastavku kako bi se bolje razumio, s tim $to

je predstavljen samo dio koji se razlikuje.

Algorithm 2 Pseudokod za umetanje ¢vorova duz dodatih grana

Pronadi linearno zavisne elemente matrice susjedsta A row_ind, col_ind)
Kreiraj matricu B kao kopiju matrice A i postavi broj_cvorova kao broj redova (kolona)
matrice A.
for svaki i od 1 do min(length(row_ind),length(col_ind)) do
Postavi prethodni_¢vor na col_ind(7)
for svaki j od 1 do broj_dodatih_c¢vorova do
Povecaj broj ¢vorova: broj_cvorova <— broj_c¢vorova + 1
Dodaj novu granu izmedu prethodnog 1 novog ¢vora. Postavi:
B(prethodni_¢vor, broj_cvorova) <— tezina
AZuriraj prethodni ¢vor: prethodni_c¢vor <— broj_¢vorova
end for
Povezi posljednji dodati ¢vor sa krajnjim ¢vorom. Postavi:
B(prethodni_c¢vor,row_ind(i)) < teZina
end for

Prosiri matricu A i signal Temp na dimenzije matrice B dodajuéi nule.

Sto se ti¢e podataka koristenih za provjeru rada algoritma, u pocetku, taénije dok
nije potvrdena pocetna hipoteza, su koriStene nasumicno generisane kvadratne matrice.
Primjer koji ¢e biti prikazan u nastavku je generisan koristeci set podataka “USA Tempe-

rature Map”.
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5.4 Primjer i analiza dobijenih rezultata

Dato rjesSenje je testirano viSe puta na nekoliko razliitih primjera, od kojih ¢e jedan

biti predstavljen.

Na pocetku, prilikom razvoja algoritma, kako bi testirali njegovu validnost, koristili
smo nasumicno generisane matrice susjedstva kojima bi zadavali dimenzije i broj grana,
uz uslov da se na glavnoj dijagonali nalaze nule, ¢ime smo obezbjedivali singularnost 1
nedijagonalizabilnost. Na taj nac¢in smo bili sigurni da ¢e matricama susjedstva biti po-
trebne modifikacije u veéini slucajeva, ovaj korak nije bio neophodan, ali je praktian

zbog brzeg testiranja (CeS¢e smo dobijali matrice kojima je bila potrebna modifikacija).

Obezbijedeno je da, uz izuzetno male, ve¢ objaSnjene, modifikacije, dobijemo matricu

susjedstva skoro identi¢nu originalnoj, ¢ija analiza je, upravo zbog ovoga, vjerodostojna.

Rezultate koji ¢e biti prikazani u nastavku predstavljaju set podataka “USA Tempe-
rature Map”. Cvorovi grafa su gradovi, &iji signali predstavljaju temperature zadatih gra-
dova. Grane su medusobno povezani gradovi, tako da veza izmedu njih postoji ukoliko
se oni nalaze u susjednim saveznim drZavama, odnosno drZavama koje dijele granicu. Ta-
kode, joS jedan vazan detalj se odnosi na usmjerenje, a ono je definisano tako da strelice

pokazuju od juzZnijeg ka sjevernijem gradu.

Sor 70
45 65
{60
40 +
155
35
450
30
45
25 1 1 1 1 1 1 1
130 -120  -110  -100  -90 -80 -70 -60

Slika 5.1: Vizuelni prikaz ¢vorova i grana matrice susjedstva izvucene iz koriStenog

seta podataka.
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Slika 5.2: (a) Orijentisani graf matrice susjedstva. (b) Sopstvene vrijednosti prikaza-

ne u odnosu na jedini¢nu kruznicu.

Na slikama 5.1 1 5.2 prikazani su: vizuelni prikaz podataka u obliku grafa, graf, sop-

stvene vrijednosti.

Prvo treba napomenuti kako smo dosli do zakljucka da je neophodna modifikacija
matrice. Prva provjera koja je vrSena odnosila se na determinantu, za koju smo dobili
vrijednost nula, samim tim znamo da se radi o singularnoj matrici susjedstva. JoS jedan
argument koji nam govori da se radi o singularnoj matrici je rang koji ima vrijednost 42.
Kako je, u naSem slucaju, matrica susjedstva dimenzija 48 x 48, to znaci da bi puni rang
matrice morao biti 48. O nedijagonalizabilnosti nam govore sopstvene vrijednosti koje

imaju vrijednosti nula.

Osvrnu¢emo se jos kratko na vrijednost ranga matrice 1 Sta jo§ moZemo zakljuciti na
osnovu njega. Naime, veC je reCeno da bi puni rang ove matrice susjedstva trebao biti
48, a da je on, prije modifikacije, 42. To bi znacilo da ¢emo prilikom modifikacije dodati
tacno 6 grana kako bi dobili puni rang i obezbijedili sve potrebne uslove (nesingularnost i
dijagonalizabilnost) za dalju analizu grafa. Tacnije, to bi znacilo da ¢emo imati 6 linarno
zavisnih redova i kolona koje ¢emo medusobno povezati. Znamo da se radi o 6 linearno

zavisnih redova i kolona na osnovu relacije:
broj nedostajucih grana = puni rang matrice — trenutni rang matrice

Nakon $to smo utvrdili da je modifikacija neophodna nasli smo linearno zavisne redove i

kolone i dobili da su to:

Linearno zavisni redovi: 2, 6, 8, 16, 40, 41
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Linearno zavisne kolone: 17, 24, 32, 43, 45, 48

Zatim smo na tim mjestima, spajanjem kolona 1 redova (sa tim usmjerejem, od li-
nearno zavisne kolone, ka linearno zavisnom redu) dodavali grane sa eksperimentalno
odredenom malom teZinom. Na slikama 5.3 i 5.4a su, crvenom bojom, prikazane dodate

grane.
Rezultati dobijeni nakon modifikacije su prikazani na slikama 5.3, 5.415.5.

Sada moZemo preci na rezultate dobijene nakon modifikacije matrice susjedstva. Prva
izvrSena provjera uspjesSnosti algoritma je bila determinanta. Naime, ukoliko dobijemo
determinantu razli¢itu od nule, znaci da smo uspjeli da formiramo nesingularnu matricu.
Vrijednost koju smo dobili je bila 2.0000 x 10~!3, §to bi znacilo da algoritam ispunjava
pocetne hipoteze. Medutim, kao Sto je ve¢ reCeno determinanta nije jedini kriterijum koji
govori o (ne)singularnosti matrice, ve¢ je bilo neophodno provjeriti i rang, kako bi bili
sigurni. Nakon modifikacije, prilikom provjere, utvrdeno je da je rang matrice postao
pun, tacnije da je njegova vrijednost sada 48. Nakon ove provjere smo sigurni da smo

dobili nesingularnu matricu.

Jo$ jedna stvar koju je bilo neophodno provjeriti su sopstvene vrijednosti koje go-
vore o (ne)dijagonalizabilnosti. Naime, kao §to je ve¢ reCeno, na pocetku smo imali sve
sopstvene vrijednosti jednake nuli, Sto nam je govorilo o nedijagonalizabilnosti matrice
susjedstva. Nakon modifikacije sve sopstvene vrijednosti su bile razlicite od nule, $to nam

predstavlja jo$ jednu potvrdu uspjeSnosti algoritma i dobijanja dijagonalizabilne matrice.

Medutim, sopstvene vrijednosti nam nijesu sluzile samo kao provjera uspjesnosti al-
goritma u domenu omogucéavanja analize signala koristeci Furijeovu transformaciju, ve¢
1 za provjeru stabilnosti sistema. Eksperimentalnim putem je utvrdeno da se stabilniji si-
stem dobija Sto su teZine dodatih grana manje. U ovom slucaju teZina dodatih grana je
bila 0.001.
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Sopstvene vrijednosti nakon modifikacije

0.9575 + 0.00001 -0.5090 + 0.09701
0.7434 + 0.54291 -0.5090 - 0.09701
0.7434 - 0.54291 0.3242 + 0.03781
0.7850 + 0.26431 0.3242 - 0.03781
0.7850 - 0.26431 0.1190 + 0.35971
0.2610 + 0.79011 0.1190 - 0.35971
0.2610 - 0.79011 0.1655 + 0.25261
0.4567 + 0.66791 0.1655 - 0.25261

0.4567 - 0.66791

0.0754 + 0.29531

0.0125 + 0.74741

0.0754 - 0.29531

0.0125 - 0.74741

-0.1576 + 0.30631

-0.2003 + 0.67591

-0.1576 - 0.30631

-0.2003 - 0.67591

-0.1421 + 0.27531

-0.3210 + 0.59251

-0.1421 - 0.27531

-0.3210 - 0.59251

0.1067 + 0.00001

-0.4127 + 0.43331

-0.3224 + 0.10611

-0.4127 - 0.43331

-0.3224 - 0.10611

-0.5020 + 0.32461

-0.1905 + 0.18581

-0.5020 - 0.32461

-0.1905 - 0.18581

0.3677 + 0.18291 -0.0083 + 0.09801
0.3677 - 0.18291 -0.0083 - 0.09801
-0.5188 + 0.21181 -0.0930 + 0.00001
-0.5188 - 0.21181 -0.2755 + 0.00001
-0.5494 + 0.00001 -0.1980 + 0.00001

Tabela 5.1: Tabela sopstvenih vrijednosti nakon modifikacije
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Slika 5.3: Vizuelni prikaz ¢vorova i grana matrice susjedstva izvucene iz koriStenog

seta podataka nakon modifikacije.
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Slika 5.4: (a) Orijentisani graf modifikovane matrice susjedstva. (b) Sopstvene vri-
jednosti, dobijene nakon modifikacije matrce susjedstva, prikazane u odnosu na jedi-

ni¢nu kruZnicu.
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Slika 5.5: Furijeova transformacija modifikovanog grafa.

Sa grafika 5.5, koji predstavlja Furijeovu transformaciju nakon modifikacije, odmah
se moZe primijetiti da je situacija mnogo drugacija, odnosno da se spektralna analiza mo-
Ze obaviti. Dakle, sada moZemo uociti, nenulte sopstvene vrijednosti imaju moguénost
da uhvate mnogo viSe informacija koje signal prenosi, samim tim i obezbjeduje vjero-
dostojnu spektralnu analizu. Domen u kojem se frekvencije kre€u, u ovom slucaju je
[—55.2278Hz,57.0337H?]. Vidimo da je Sirina opsega nesto drugacija, $to znaci da mo-
difikacija koja je uvedena unosi male promjene u sistem, medutim ova odstupanja su mi-
nimalna, naro¢ito u pogledu moguénosti izvodenja spektralne analize. Svakako, ovo nije
nacin na koji je utvrdeno koliko se originalni graf razlikuje u odnosu na modifikovani, ve¢
je koristen SNR i dobijena je vrijednost 72.4304dB.

Dakle, SNR od 72.4304dB u ovom primjeru, gdje signali predstavljaju temperature
koje se krecu u rasponu od 40.4 do 70.7 stepeni, ukazuje na to da su razlike izmedu
originalnog 1 modifikovanog signala zaista minimalne, kako je to i bilo pretpostavljeno u
pocetnoj hipotezi. Ovaj visok SNR sugeriSe da je snaga signala (temperatura) znatno veca
od snage Suma (modifikacija, tacnije dodavanje grana sa malim teZinama). To znaci da
informacije o temperaturama koje signal prenosi nijesu znacajno narusene Sumom. Visi
SNR znaci da signal ima jasnu prednost u odnosu na Sum, ¢ime se potvrduje tacnost i

vjerodostojnost rezultata spektralne analize.

Dodatno, moZze se primijetiti da grafikon ima sinusoidni karakter, Sto olakSava identi-
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fikaciju dominantnih frekvencija i ukazuje na stabilnost i periodi¢nost signala.
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Slika 5.6: (a) Vrijednosti Furijeove transformacije grafova predstavljene na logari-

tamskoj skali. Signal prije modifikacije. (b) Signal nakon modifikacije.

Radi boljeg predstavljanja broja korisnih karakteristika i informacija prije i poslije
modifikacije, vrijednosti Furijeove transformacije su predstavljene na logaritamskoj skali,

Sto je 1 prikazano na slici 5.6.

Broj informacija koje smo dobili, nenultih frekvencija, odreden je koristeci MATLAB
ugradenu funkciju:

nnz(FurijeovaTrans)

gdje je FurijeovaTrans matrica vrijednosti Furijeove transformacije. Dobijeno je 132 ne-
nultih frekvencija, od ukupno 2304, Sto ¢ini 5.7292% ukupnog procenta informacija koje
smo dobili, tacnije procenat frekvencija koje se nijesu izgubile zbog nultih sopstvenih
vrijednosti. Medutim, na slici 5.6a moZemo uociti da samo 48 vrijednosti ima korisne in-
formacije, dok 84 imaju vrijednosti priblizne 1073 $to moZemo smatrati ra¢unskom ili
statisticnom greSkom i ne moZemo dobiti korisne informacije iz tih podataka. 1z ovog ra-
zloga je postavljena minimalna vrijednost korisnih informacija na 1071, sve ispod ovoga
je smatralno nulom, odnosno smatrano je da ne daje bilo kakve informacije. Nakon ovoga
smo sa 5.7292% ukupnog procenta informacija, dosli do 2.0833% korisnih informacija.
Na osnovu svega navedenom dolazi se do zakljucka da je spektralna analiza u ovom i
sli¢nim slucajevima neefikasna i da su neophodne modifikacije kako bi se analiza mogla

obaviti koriste¢i Furijeovu transformaciju.
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Sa druge strane, na grafiku 5.6b vidimo da su gotovo sve dobijene informacije korisne,

tacnije imamo 2304 nenultih informacija, to je procentualno 100% dobijenih informacija.

Dakle, nakon modifikacije dobijamo grafik Furijeove transformacije sa mnogo gu-
$¢om raspodjelom frekvencijskih komponenti, samim tim imamo mnogo viSe informacija
do kojih moZemo doc¢i prilikom spektralne analize. UoCavamo da nesingularne i dijago-
nalizabilne matrice omoguéavaju znacajno kvalitetniju analizu u odnosu na singularne i
nedijagonalizabilne matrice jer nenulte sopstvene vrijednosti imaju moguénost da uhvate

viSe detalja i karakteristika signala.

Za kraj ovog poglavlja bice predstavljeni i rezultati u slu¢aju kada se umjesto umetanja
grane izmedu dva postojeca ¢vora umecu dodatni ¢vorovi duz grane i dodjeljuju im se

odredene tezine.
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Slika 5.7: (a) Graf nakon modifikacije matrice susjedstva, crvenom bojom su prikaza-
ne grane duz kojih se nalaze dodati ¢vorovi. (b) Sopstvene vrijednosti modifikovane

matrice susjedstva.

Na slici 5.7a je prikazan grafik nakon modifikacije, vidimo da su, na mjestima gdje
su u prethodnom slucaju bile grane sa odredenom teZinom, sada po tri nova ¢vora izmedu
postojecih koje je trebalo spojiti. Broj ¢vorova i teZine su, i u ovom slucaju, eksperimen-
talno odredene. Na taj naCin se doSlo do zakljucka da dobijamo vece vrijednosti SNR-a,
odnosno da je modifikovani graf, tacnije signali koje on prenosi, gotovo identi¢an origi-
nalnom, sa manjim brojem dodatih ¢vorova i manjom teZinom grana. Tako da, ukoliko na
primjer, postavimo da broj dodatih ¢vorova bude pet, teZina mora biti manja nego u slu-
¢aju kada odlu¢imo da dodamo tri ¢vora. U prikazanom primjeru dodata su tri ¢vora duz

grane, a granama je dodjeljivana teZina 0.0001. Na slici 5.7b vidimo da su sve sopstvene
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vrijednosti u centru jedini¢ne kruZnice $to znaci da je sistem stabilan.

Sopstvene vrijednosti nakon modifikacije

0.1277 + 0.00001

0.1179 + 0.047%1

0.0128 - 0.00911

0.1179 - 0.04791

0.0906 + 0.08771

0.0111 +0.01111

0.0906 - 0.08771

0.0511 + 0.11351

0.0111-0.01111

0.0511 - 0.11351 0.0061 + 0.12241 0.0039 + 0.01521
0.0061 - 0.12241 -0.0378 + 0.11461 0.0039 - 0.01521
-0.0378 - 0.11461 -0.0749 + 0.09251 0.0014 + 0.01561

-0.0749 - 0.09251

-0.1015 + 0.05981

0.0014 - 0.01561

-0.1015 - 0.05981

-0.1154 + 0.02071

-0.0068 + 0.01411

-0.1154 - 0.02071 0.0797 + 0.02001 -0.0068 - 0.01411
0.0797 - 0.02001 0.0607 + 0.05501 -0.0089 + 0.01281
0.0607 - 0.05501 0.0276 + 0.07661 -0.0089 - 0.0128i
0.0276 - 0.07661 -0.0112 + 0.07991 -0.0151 + 0.00411
-0.0112 - 0.07991 -0.0465 + 0.06511 -0.0151 - 0.00411
-0.0465 - 0.06511 -0.0707 + 0.03621 -0.0142 + 0.00651
-0.0707 - 0.03621 -0.0792 + 0.00001 -0.0142 - 0.00651
0.0307 + 0.00911 0.0307 - 0.00911 0.0037 + 0.00001
0.0208 + 0.02421 0.0208 - 0.02421 0.0023 + 0.00291
0.0043 + 0.03151 0.0043 - 0.03151 0.0023 - 0.00291

-0.0133 + 0.02881 -0.0133 - 0.02881 -0.0008 + 0.00361
-0.0267 + 0.01701 -0.0267 - 0.01701 -0.0008 - 0.00361
-0.0316 + 0.00001 0.0157 + 0.00131 -0.0033 + 0.00161
0.0157 - 0.00131 0.0128 + 0.00911 -0.0033 - 0.00161

Tabela 5.2: Tabela sopstvenih vrijednosti nakon modifikacije

U tabeli 5.2 moZemo vidjeti da nijedna sopstvena vrijednost nije jednaka nuli, na osno-
vu Cega zakljuCujemo da smo obezbijedili dijagonalizabilnost. Provjerom determinante i
ranga matrice susjedstva smo se uvjerili da i ova metoda obezbjeduje nesingularnost. De-

0—96

terminanta je u ovom slucaju bila 2.0000 x 1 , 1ako izuzetno mala, u teorijskim okvi-

rima ova vrijednost se smatra razlicitom od nule. Rang matrice je pun i iznosi 66. U ovom
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slucaju, kako dodajemo nove ¢vorove, dimenzija matrice susjedstva se povecava. Kako
znamo da imamo 6 linearno zavisnih redova (kolona), to znaci da smo duZ Sest dodatih

grana dodati po 3 ¢vora. Dakle nove dimezije matrice susjedstva se odreduju kao:

DMMS = DOMS + BLZ x BDC
* DMMS - dimenzije modifikovane matrice susjedsta
* DOMS - domenzije originalne matrice susjedsta
e BLZ - broj linearno zavisnih redova (kolona)
* BDC - broj dodatih ¢vorova duz jedne grane

Dobijeni SNR u ovom primjeru je 86.4098dB S§to znaci da je signal koji se prenosi
mnogo jaci od Suma i da ¢emo na izlazu, odnosno nakon modifikacije, imati signal gotovo

identican originalnom.

U oba slucaja smo dosli do zakljucka da SNR raste kako se teZine smanjuju. Medutim,

ovo polje i dalje nije istraZeno, zakljucci su izvedeni na osnovu eksperimentalnih dokaza.
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Slika 5.8: Furijeova transformacija modifikovane matrice susjedstva.
Na slici 5.8 je prikazana Furijeova transformacija i na osnovu nje moZemo zakljuditi

da je i u ovom slucaju spektralna analiza omoguéena, postoje obrasci, razli¢ite frekvenci-

je na osnovu kojih se moze izvrSiti analiza. Medutim, kako su neke sopstvene vrijednosti
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jako blizu nule, nijesu sve frekvencije i karakteristike signala uspjeli da uhvate, tako da
je u ovom slucaju, od ukupno 4356 frekvencijskih komponenti uhvaéeno 3168, §to je u
procentima 72.7273. Naravno, sve ove vrijednosti su promjenljive 1 u zavisnosti od pa-
rametara dobic¢emo razliCite rezultate. Dakle, dok se ne automatizuje proces odredivanja
teZine grana i broja ¢vorova, eksperimentisanjem se trudimo da dobijemo Sto bolje re-
zultate. Medutim, moZemo vidjeti da su obije metode uspjesne i da ispunjavaju pocetne

hipoteze.
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Zakljucak

Ovo istraZzivanje uspjeSno rjeSava izazov primjene tehnika Furijeove transformacije
na orijentisane grafove, $to je kljuCni alat za analizu frekventnih komponenti signala na
grafovima. PredloZeni pristup podrazumijeva proSirivanje originalnog usmjerenog grafa
dodatnim granama sa, eksperimentalno odredenim, teZinama manjim od jedan, ¢ime se
obezbjeduje da rezultujuca matrica susjedstva postane nesingularna i dijagonalizabilna.
Ova modifikacija omogucava primjenu i spektalnu analizu koriste¢i Furijeove transfor-

macije na proSirenom grafu, odnosno modifikovanoj matrici susjedstva.

Ovim istraZivanjem se pokazuje da uvodenje grana sa malim teZinama rezultira modi-
fikovanim grafom koji ostaje sli¢an originalnom, u smislu karakteristika obrade signala,
Sto nam obezbjeduje vjerodostojnu spektralnu analizu. Takode, pokazano je da su sve hi-
poteze postavljene u uvodnom dijelu rada (Glava 1) potvrdene. Vidjeli smo da je omogu-
¢ena Furijeova transformacija i pokazano je da se modifikovani graf ne razlikuje u velikoj
mjeri od originalnog.

Ovi rezultati imaju znaCajne primjene za oblasti kao $to su druStvene mreZe, komuni-
kacione mreZe i druge domene gde se sloZene interakcije predstavljaju grafovima, odno-
sno gdje podaci ne mogu biti predstavljeni u jednom domenu. Omogucavanjem primjene
Furijeove transformacije na usmjerene grafove, omogucava se i poboljSava spektralna

analiza signala predstavljenih na grafovima.

Dva segmenta ovog rada zahtijevaju dodatna i dalja istrazivanja. Eksperimentalno
odredivanje teZina dodatih grana i broj ¢vorova, u drugom slucaju, nije dobar pristup.
Dakle, neka od buducih istraZivanja bi trebala biti usmjerena ka nacinu odredivanja opti-
malne vrijednosti teZina i broja dodatih ¢vorova, kako bi se ovaj proces $to viSe automa-

tizovao i ustedjelo vrijeme koje je neophodno da se dode do najboljeg rezultata.
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